गणित 


उच्चतर साध्यमिक विद्यालयों के लिए पाद्यपुस्तक 


भाग ॥! 
( कक्षा >६॥ ) 


समभ्पादक मंडल 


डा० जे> एन० कपूर--अ्यक्ष 
इण्डियन उन्स्टीटयूट ऑफ टैक्‍नालाजी 


कानपुर 
डा० डो० पी० गच्ता डा० केछऊ जी० रामसाथन 
सोतीलाल नेहरू धेन्नीय दाढा इन्स्टीट्यूट ऑफ 
इन्जी नियरिंग काले फण्डामैन्टल रिसचे 
इलाहाबाद बम्बर्ट 
डा० आर० एस० मिश्र डा० एसम० बेंक८रभसन 
बनारस हिन्दू विश्वविद्यालद्त मदुराई ब्िबवविद्यालय 
नार।णनः मदुराई 


डाल तो: जे० एस० मेहरोक 
राष्ट्रीय शैक्षिक श्रनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
रर्द् दिल्‍ली 
डा> अससोदन सिह अ्ररोरा->संसतत्तक 
राष्ट्रीय भेकिश अलुत्मवाल ऑर प्थिक्षण परिषद 
लई दिल्‍ली 


गणित 


उच्चतर साध्यसिक विद्यालयों के लिए पाठ्यपुस्तक 


भाग ॥॥ 


( कक्षा >६॥ ) 


डा० रास श्रौत्तार डा० छी० देवबकीनन्दन 
श्री जी० डोी० ढल डा० एस० के० सिह गौतम 
डा० छरी० जे० एस० मेहरोक 


सस्पादकत 
डा० डी० पी० गुप्ता डा० टी० जे० एस० मेहरोक 





राष्ट्रीय शेक्षिक अनुसंघान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 


न जज का प्रथम संस्करण राष्ट्रीय शैक्षिक अनुप्तंधात और प्रशिक्षण परिषद्‌ की अनुमति 
से दिसम्बर, 977 भें मंसस एस० "४चन्द एण्ड कम्पनी, नई दिल्‍ली द्वारा परिषद्‌ की 
अनुमति से प्रकाशित हुआ । 


यह पुनमु द्रण राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंघान ओर प्रशिक्षण पर्षिद्‌ द्वारा प्रकाशित किया 
गया है । 





जून 979 
ज्येष्ठ 90] 


?.कवा 


€ राष्ट्रीय शेक्षिक अनसंघान और प्रतिक्षण परिषद, 9-77 


सल्य ४ रुछ 4,755 


प्रकाशन विभाग से श्री विनोद कुमार पडित, सजििव, राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण 
परिषद्‌, श्री अरविन्द मार्ग , नई दिल्‍ली ]]00[6 द्वारा प्रकाशित तथा अशोका आफसप्तेट वर्केस, 
308/2, शहजादा बाग, पुरानी रोहतक रोड, दिल्‍ली | 0035 में मुद्रित । 


भवकभ्रन 


राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ ने !0+-2 पद्धति के ग्रनुततार कक्षा हे और रेत 
की पाठ्यपुस्तकों तथा उनसे सम्बद्ध अन्य सामग्री का निर्माण करने में डा० जे० एन० कपूर को उनके श्रनुभवों 
का लाभ उठाने की दृष्टि से सम्पादक मण्डल के अ्रध्यक्ष के रूप में नियुक्त किया। विविध गोष्तियों में देश के 
विभिन्न भागों से आये गणित के शिक्षकों, विषय विशेषज्ञों, राज्य शिक्षा-संस्थानों के प्रतिनिधियों तथा गणित 
का उपयोग करने वाले व्यक्तियों द्वारा तैयार किये गए गणित के पाठ्यक्रम की रूपरेखा सम्पादक मण्डल को 
प्रदान की गई । पाठ्यपुस्तक तेथार करने से पूर्व पाठ्यक्रम में ग्रावश्यकतानुसार परिवर्तन करने का प्रधिकार 
सम्पादक मण्डल को दे दिया गया था । 


इस पुस्तक का प्रथम प्राहप राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान ग्रौर प्रशिक्षण परिषद्‌ के डा० राम श्रौतार, 
डा० देवकीनर्दन भागंब, श्री ज्ञानेश्वरदत्त हल, डा० सुरेश कुमार सिह गौतम तथा डा० तजिन्दर जीत सिह 
भहरोक द्वारा तैयार किया गया । इस कार्य के लिये श्री ज्ञानेश्वरदत्त ढल को छोड़कर अन्य सभी ने कानपुर, 
बनारस तथा इलाहाबाद में काफी समय व्यतीत किया और डा० जे० एन० कपुर, डा० प्रार० एस» मिश्रा तथा 
डा० डी० पी» गुप्ता से प्रत्यक्ष मार्ग दर्शन और सहायता प्राप्त की । 


पाठ्यपृस्तक का प्रारूप सम्पादक, मण्डल की कई बेठकों में सदस्यों द्वारा सविस्तार रूप से चचित 
हुआ । तत्पस्चात्‌ राष्ट्रीय शिक्षा संस्थान में विशेष रूप से आयोजित दिल्‍ली के गणित शिक्षकों को यह प्रारूप 
दिखाया गया। इस कार्य के लिए परिषद, सम्पादक मण्डल के सदस्यों तथा उसके ग्रध्यक्ष डा० जे० एन० कपुर 
के प्रति विशेष रूप से श्राभारी है, जिन्होंने भ्पने अन्य महत्त्वपूर्ण कार्यों के होते हुए भी इस उत्तरदायित्व को 
स्वीकार किया तथा इतने अल्पकाल में इस कार्य को सम्पत्त करने में मार्ग दर्शन प्रदान किया । 


इस पुस्तक का अन्तिम रूप और पाठ्य-सामग्री के सम्पादन का काय डा० डी०. पी? गुप्ता तथा 
डा० तजिन्दर जीत सिंह महरोक ने किया है। प्रन्‍्नों के उत्तर डा० बी० एस० बूब तथा डा० राजेद् प्रसाद गुप्ता 
मे तैयार किये हैं और पुस्तक का हिन्दी अनुवाद बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय के गणित विभाग के डा० एस० 
एन ० सिह ने किया है। हिन्दी संस्करण का विषय सम्पादन डा० सुरेश कुमार सिंह गौतम ने किया है । में इन 
सभी के प्रति ग्राभारी हूँ। में इनकी इस भावना की सराहना करता हूँ जिसके अनुसार इन्होंने निश्चित समय 
में ही सारा कार्य मिलजुल कर पूरा किया। 


यह पुस्तक का प्रथम संस्करण है। परिषद्‌ इस पुस्तक का उपयोग करने वालों के सुझाव, प्रति- 
क्रियाग्रों तथा पुस्तक के सुधार के लिये उनके सुझावों का स्वागत करेगी । 


शिब के० सित्र 

निदेशक 

राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान भर 
प्रशिक्षण परिषद्‌ 


नई दिल्‍ली 


प्रस्तावत्ता 


0 +2 की नवीन शिक्षा पद्धति के अन्तर्गत कक्षा ह। एवं हत के गणित विषय के लिये पाठ्यपुस्तक 
एवं प्रत्य पाठ्य सामग्री तैयार कराने के लिए राष्ट्रीय शैक्षिक प्रतुसंधान झौर प्रशिक्षण परिषद्‌ ने लगभग एक 
वर्ष पहले एक संपादक मण्डल का गठन किया था। सम्पादक मण्डल ने सबसे पहले इन सम्मावताओं पर विचार- 
विमर्श किया कि (क) भ्रध्यापकों और शिक्षाविदों से विचार विमर्श करने के बाद इस स्तर के लिए एक तया 
पाठ्यक्रम विकसित किया जाय, (ख) कला, भौतिक विशान, जीव विज्ञान एवं वाणिज्य धाराग्रों के लिए प्रतग- 
अलग पुस्तकें लिखी जाएँ, तथा (ग) अध्यापक संदर्शिकाएँ और विद्याथियों के लिए ज्ञानवर्धक अन्य भ्रतिरिक्‍त 
सामग्री तैयार की जाए। पर इस दृष्टि से कि पाद्यपुस्तक की पांडलिपि सितम्बर 6 तक तैयार कर लेनी 
है, यह सोचा गया कि राष्ट्रीय शैक्षिक भ्रनुसंधान भर प्रशिक्षण परिषद्‌ द्वारा पहले से तैयार पाठ्यक्रम में कुछ 
संशोधन करके सबसे पहले एक पाठ्यपुस्तक तैयार कर ली जाए। शेष समस्याओ्रों पर बाद में विचार किया 
जा सकता है । 


सम्पादक मण्डल ने निर्णय लिया कि पाठ्यपुस्तक की पॉडुलिपि तैयार करने के लिए दो समितियां 
गठित की जाएँ। पहली समिति में मेरठ विश्वविद्यालय के प्रोफेसर एम० के० सिंगल और बम्बई विश्वविद्यालय 
के प्रोफेसर एम० एल० वेद्य को रखा गया और दूसरी समिति में राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ 
के डा० राम औतार, डा० देवकीनन्दन भागंव, श्री ज्ञानेध्वरदत्त ढल, डा० सुरेश कुमार सिंह गौतम तथा ड० 
तजिन्दर जीत पिहू महरोक को रखा गया था । संपादक मण्डल ने पांडुलिपि तैयार करने के लिए प्राठ बार 
विचार विमर्श किया है। प्रत्येक अ्रध्याय को स्वीकृत करने से,पहले दो या तीन बार संशोधित किया गया है । 


सम्पादक मण्डल ने ऐसी पुस्तक तैयार करने का प्रयास किया है जो गणित की दृष्टि से सही हो, रचि- 
कर हॉली में लिखी गई हो, भर कक्षा 5। और ऊग के प्रधिकांश छात्रों के लिए उपयोगी हो | 


में उन सभी साथियों के प्रति आभार प्रकट करता हूँ जिन्होंने गम्मीरतापूर्वंक और दायित्व के साथ 

इस पुस्तक को तैयार करने में सहयोग दिया है। टाटा इन्स्टीट्यूट ऑफ फंडामेण्टल रिसिचे के प्रोफेसर के० जी 
रामताथन ने पुस्तक के सभी अध्यायों को समीक्षात्मक दृष्टि से देखा श्रौर अपने महत्त्वपूर्ण सुभाव दिये हैं । 
यही नहीं उम्होंने इस पुस्तक के कुछ भ्रध्यायों को भ्रन्तिम रूप से लिखने का कार्य भी किया है। बनारस हिलू 
विश्वविद्यालय के गणित विभाग के प्ध्यक्ष प्रोफेमर आर० एस० मिश्रा ने इस पुस्तक के सभी प्रध्यायों को देखा 
है भौर इस पुस्तक का हिन्दी प्रनुवाद भी उनकी देख-रेख में सम्पन्न हुआ है। मोतीलाल नेहरू इस्जीनियरिंग 
कालेज, इलाहाबाद के गणित विभाग के अ्रध्यक्ष प्रोफ्ेतर डी० पी० गुप्ता की देखरेख में इस पुस्तक के कुछ 
प्रध्यायों का लेखन एवं, संशोधन कार्य हुआ है। मदुराई विश्वविद्यालय के गणित विभाग के भ्रध्यक्ष प्रोफेतर एम० 
बेंकट. को ए. 8, 2. के प्रनुबस्ध पर बाहर जाना पड़ा, किन्तु सम्पादक मण्डल की प्रथम तीन गोष्ठियों में उन्होंने 
बहुत ही महत्त्वपूर्ण सुकाव दिये हैं। राष्ट्रीय शैक्षिक प्रनुसंघान झौर प्रशिक्षण परिषद्‌ के गणित के प्रोफेसर, 
डा० मतमोहत सिंह ग्ररोरा, ने कुछ योष्ठियों में भाग लिया और साथ ही डा० राजेंद्र प्रसाद गुप्ता तथा 
डा० तजिन्दर जीत सिंह महरोक के साथ प्रश्नों के हल तैयार करने में भी सहयोग प्रदात किया है। ० राजेस्र 


$4.4.4 
जया 


प्रसाद गुप्ता तथा डा० तजिन्दर जीत सिंह महरोक ने प्रेस में पुस्तक के मुद्रण कार्य को देखा और सहयीग प्रदान 
किया । राष्ट्रीय शैक्षिक अनुसंधान और प्रशिक्षण परिषद्‌ के डा० तजिन्दर जीत सिंह महरोक ने इस पुस्तक के 
कई भ्रध्यायों को बार-बार लिखा है और इसके लिए उन्हें सम्पादक मण्डल के कई सदस्यों से विचार विमर्श 
करने के लिए कानपुर, इलाहाबाद तथा बनारस कई दार जाना पड़ा है। सम्पादक मण्डल के प्रत्येक सदस्य ने 
इस पुस्तक की रचना में महत्त्वपूर्ण सहयोग दिया है। 


में पुस्तक लिखने वाले सभी सदस्यों का बहुत झमार मानता हूँ जिन्होंने घेयें पूर्वक सम्पादक मण्डल 
के सदस्यों के निर्देश के अनुसार पुस्तक के कुछ प्रध्यायों को बार-बार लिखा है । 


में प्रोफेतर मनमोहन सिंह भ्रोरा का श्राभारी हूँ जिन्होंने पुस्तक के कुछ अध्यायों के प्रारूप को दिल्‍ली 
के भ्रध्यापकों को दिखाकर उतके सुझाव ग्रहण किये हैं जो सम्पादक मण्डल के लिए बहुत ही महत्त्वपूर्ण सिद्ध 
हुए हैं । 


सम्पादक मण्डल यहू मानता है कि समयाभाव के कारण भ्रस्तुत पुस्तक अपने आप में परिपूर्ण नहीं 
बन पाई है फिर भी यह विश्वास है कि यह पुस्तक अपने विषय की वर्तमान अन्य पुस्तकों से श्रेष्ठतर है । गणित 
शास्त्र को अपेक्षाकृत अधिक श्राधुनिक और स्पष्टतर रूप में प्रस्तुत करने का हर सम्भव प्रयत्न किया गया है । 
इसमें आगे सुधार के लिए प्रत्येक सुाव का स्वागत किया जाय्रेगा । 
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अध्याय 5 


सदिश 


5. भूमिका (६7०वैए०८४०७) 


भौतिक समस्याप्रों का प्रध्ययन, प्रायः नवीन एवं समुद्ध गणितीय संकल्पनाओं की ओर अग्रसर करता 
है। ये संकल्यनायें विशेषत॒या इस हृष्टि से बहुत ही उपयोगी हैं कि उनसे बहुत सी भौतिक स्थितियों के विश्ले- 
पण एवं वर्णणत की आसान विधियों का प्रतिपादन होता है। इस अध्याय में, हम एक ऐसी ही संकल्पना को 
प्रस्तुत करेंगे ग्लौर उसका अध्ययन करेंगे। 

ग्रह बहुत पहले से देखा गया है कि किसी भौतिक राशि की व्याख्या करते में एकल संख्या पर्याप्त 
नहीं है । उदाहरणस्व॒रूप, एक गतिशील वस्तु जैसे : हो सकता है कि एक कार की चाल तो ज्ञात हो परन्तु जब 
तक उम्रकी गति, दिशा शैत न हो उसकी गति का पूर्णरूपेण वर्णन नहीं किया जा सकता। इसी प्रकार, बल 
(?07०७) को व्यक्त करने के लिए, यह आवश्यक है कि एक संख्या [बल का कांतिमान, (7४४४४४०१०)] एक 
दिशा (बल अनुप्रयोग की दिशा) तथा अनुप्रयोग बिन्दु (00076 ०६ &99॥0890०7) का ज्ञान हो। इनमें से, प्रथम 
दो लक्षणों से हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि, एक बल को ज्यामितीय ढंग से दिष्ट रेखाखण्ड' (0790॥80 
॥॥8 56/2/78॥) 0? से प्रदर्शित क्रिया जा सकता है । जैसा कि आ्राकृंति 8.! में दिखाया गया है। 
8 





आकृति 5.] 


रेखाखण्ड की लम्बाई बल के कान्तिमान के समानुपातिक (0700०४॥079/) होती है। और उसकी दिशा बल 


के कार्य करने भी दिल्ला में होती है। दिष्ट रेखाखण्ड को ई, », #? इत्यादि प्रकार के प्रतीकों से प्रदशित 
किया जायगा । 


9] 
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प्रयोगों से ऐसा ज्ञात हुआ कि एक सर्वनिष्ट ब्रिन्दु पर कार्यशील दो बल & तथा 9 एक एकल बल » 
के तुल्य (७पृण्ंए४७॥॥) होने हैं जिसे परिणामी बल (7€5ण्रॉप्डव८ £०7०९) कहते हैं । वस्तुतः यह बल », 
समान्तर-चतुर्भूज, जिसकी भूजाये दिष्ट रेखा-खण्डों ७ तथा 9 से प्रदर्शित होती हैं, के विकर्ण से प्रदर्शित होता 
है (चित्र 5. देखें) | यहाँ पर, हम लिखने हैं 


ए--9-- 9 ( ॥ ) 


ध्यात रखें कि समीकरण () में प्रयुकत धन चिन्ह जोड़ की बीजीय संक्रिया का निर्देशन नहीं करता, 
बल्कि, यह बल समान्तर चतुर्भूज के नियम से (फ्मःछ९०872ए७ १99७ ० 07०९४) 2» तथा 9 को संयुक्त 
करते की एक विधि है । 


विस्थापन में कान्तिमान तथा दिद्या दोनों होते हैं, इसलिए इसको दिष्ट रेखा खण्ड से प्रदर्शित किया 
जा सकता है । माना, 0 से & तक के विस्थापन का परवर्ती विस्थापन ४ से 3 तक है । तब दोनों विस्थापन, 
एक एकल विस्थापन 0 से ऊ के तुल्य हैं (भ्राकृति 5.2 देखें) | हम लिखते हैं, 


04-48 -- 08 (४४) 





श्राकृति 5.2 


वह नियम, जो 0& तथा 8४ को संयुक्त करके 0फ के तुल्य, बनाता है, संयोजन त्रिभुज-नियम 
(ससंबघड्ठ)९ 489 एण ००7००ए०»ंधं ००) ग्रथवा, संकलन-त्रिभुन नियम (एएरंब्ण्ड्डीर व8छ ० बतताप०त) 
कहलाता है | यह चित्र 5.2 में प्रदशित है । यह भी ध्यान रखें कि, धन-चिन्ह, बीजीय योग से दूसरे अर्थ में 
प्रयुक्त हुआ है । यहाँ, घन चिन्ह का तात्पर्य 03 तथा #&8 राशियों को संयोजन त्रिमुज नियम से संयुक्त 
करता है । 

अब, हम देखेंगे कि जिभुज तियम तथा समान्‍्तर चतुर्मुज नियम दोनों एक दूसरे के तुल्य हैं । 

हम जानते हैं कि यदि, » तथा 9 क्रमशः 0& तथा 05 से प्रदर्शित हो तो, समान्तर चतुर्मुज नियम 


2-9- 0९. 
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जहां 00, समान्दर चतुमुंज 08098 का विकर्ण है (आकृति 5 देखें)। 





श्राकृति 9.3 


पुनः त्रिभुज नियम से, 

043--405-०--/५४--०6 
परन्तु, 405-098--४ (दो दिष्ट रेखा खण्डों की समावता से)* 
इसलिए »2--०5८८७०06. 


उपरोक्त वर्णन से, हम देखते हैं कि, कुछ भौतिक राशियां कान्तिमान तथा दिशा से अभिव्यक्त 
होती हैं श्लौर किसी विशिष्ट नियम (त्रिभुज या समान्तर चतुभुज नियम**) से संयुक्त होती हैं। ये भौतिक 
राशियां सदिश (४९०४०४) के नाम से जानी जाती हैं । इस प्रकार बल तथा विस्थापन सदिश के उदाहरण हैं । 


परिभाषा 5.4. : वे रागियां, जो कान्तिमान तथा दिद्या दोनों रखने के अतिरिक्त निम्नांकित गुण 
धर्मों का अनुसरण करती हैं, सदिश कहलाती हैं : 

(४) वे त्रिमुज-नियम या समान्तर चतुर्भ ज-नियम से संयुक्त होती हैं। 

(४४) एक राशि को धनात्मक वास्तविक संख्या से गुणा करने का तात्पय यह है कि उस राशि के 
कान्तिमान को उस संख्या से गुणा किया गया है जबकि, उसकी दिशा अपरिवर्तित रहती है । 


राशि को ऋणात्मक वास्तविक संख्या से गुणा करने पर, राशि के कान्तिमान में संख्या के निरपेक्ष 
मान से गुणा हो जाता है ओर उसकी दिशा उत्करमित (7०ए७:४९०) हो जाती है । 

+# दो दिण्ट रेखा-खंड एक-दूसरे के तभी बराबर होते हैं, जब वे समान लम्बाई के हों और एक ही दिशा में हों । 

#+ सदिशों का त्रिभुज-नियस इस प्रकार है : यदि दो स्रदिशों को कांतिमान तथा दिशा में किसी त्िभूज की 
एक क्रम में ली हुई दो भुजाओं से प्रदर्शित किया जाय तो उनका गोग (या परिणाभी सदिद्वा) कांतिभान और दिशा में क्निभुज 
की विपरीत क्रम में ली हुयी तीसरी भुजा से प्रदर्शित होता हे । 

सदिशों का समान्‍्तर चतुभुज निय्रम इस प्रकार है: याद दो सदिशों को कातिमान और दिशा में समांत्तर 
सतुमु ने की दो भागलत भुजानों से प्रदर्शित किया जाग वो उनका बोग (प्रा परिणामी) शंतिमान और दिशा में समास्तर चतुभूज 
के तन विकण से प्रदर्शित किया जाता है जिसका प्रारम्भिक बिन्दू दोनों भुजाता फा प्रनिश्छेद बिन्दु है। 
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(४४) राशि को पनात्मक संख्या शुल्य से गुणा करने पर, राशि का कान्तिमान शुन्‍्य हो जाता है 
और उसकी दिज्ा स्वेच्छ होती है । 

यदि, » कोई सदिश हो तथा » कोई वास्तविक संख्या हो तो परिभाषा 5..] के भाग (४) तथा 
(#) से, 

()) 0४--०, जहां 0 एक सदिश है, जिसका कांतिमान शुन्य तथा दिशा स्वेच्छ है और शुन्य सबिज्ञ 
(2६०७ ४८८८००) कहलाता है । 

(2) यदि, ७२८0 तथा ४> 0, तब ४४ -- | ४ | » और 52 की दिशा वही है जो 2 की है | 

(3) यदि, 8४८०, तथा ४<0 तब छब्षतू-- ] » | » सन | £ | (-]) छत | » | (-») 
जहाँ पर, --०» एक ऐसा सदिश है जिसका कान्तिमान 9» के कांतिमान के समान है परन्तु उसकी दिशा & 
के विपरीत है । 

(4) यदि, ४-८0 या, ४२-०0 (या दोनों) तब, ४8-८0 

विस्थापन, बल, रेखिक वेग, कोणीय वेग, वैद्य त-तीव्रता, चुम्बकीय-तीद्वता, संवेग इत्यादि सदिश्षों के 
कुछ उदाहरण हैं । 

ध्यान रखें कि कुछ ऐसी भौतिक राशियां हैं, जिनका कांतिमान और दिशा तो होती है परन्तु वे 
समान्तर चतुभु ज के नियमानुसार संयुक्त नहीं होती । उदाहरणार्थ, हढ़ पिष्ड (४४0 9७०0५) के परिभित घूर्णन 
(ह06 70080078), कान्तिमान और दिशा दोनों रखते हैं परन्तु वे समान्तर चतुभुज के नियमानुसार संयुक्त 
नहीं होते (इसका अ्रमाण इस पाठ्य पुस्तक के सीमानन्‍्तर्गंत नहीं है) । 

वे राशियाँ, जिनका कान्तिमान तो होता है परन्तु कोई दिशा नहीं होती, श्रदिश ($09]975) कह- 
लाती हैं। समय, मात्रा, तापमान, आयतन, काय, विभव, ऊर्जा, शक्ति, वैद्युत-प्रतिरोधकता, इत्यादि कुछ ग्रदिशों 
के उदाहरण हैं । 

एक अदिदा को व्यक्ष करने के लिए दो चीजें श्रावश्यक हैं : 

(४) एक मात्रक (०७४), जिसमें यह तापा जाता है, और 
(४) एक वास्तविक संख्या 


आकृति 5.4 


माना, हमें दिप्ट रेखाखण्डों 48 तथा (५9 से प्रदर्शित दो सदिश्ञों ७ तथा 9 को जोड़ना है | इन 
सदिशों की जोड़ते के लिये हम एक दिप्ट रेखाखण्ड के0” खींचते हैं, जिसका प्रारम्भिक बिन्दू छे है और ७० 
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जो 9 को निरूपित करता है के समान एवं समान्‍्तर है। इसलिये पदिशों के योग के तरिभुज नियम से हम 
2-७ को रेखाखण्ड &0” से प्रदर्शित करते हैं (तथा इसके परिणामस्वरूप किसी भी समात भौर समान्तर 


रेखा खण्ड से) । 


अदिश-मोग तथा गुण के गुण-घर्म 
यदि, 8, >, ०, तीन सदिश तथा », ४, », तीन वास्तविक संख्यायें हों तो, 
(2) » (8--०) ४ &+- ४ 

(8) (४+-9) #चन्थ बन 928 

(४४) (20) ४5-»(४०७) 

(४9) थ रू& 
बिख्ु ? से बिन्दू 9 तक के सदिश को ९७ से प्रदर्शित किया जाता है (शक्ति 5. देखें)। बिच्दु ? को प्राईंसिक 
बिन्दु तथा बिख्दु 0 को अन्तिम बिन्दु कहते हैं । 





आकृति 5.5 


इस सदिश की लम्बाई या कान्तिमान 20 होती है श्रौर इसकी दिशा वाण से सूचित ? से ९ होती 
है । प्रारम्मिक तथा अस्तिम बिन्दुश्नों ? तथा ६ के विनिभेथ से हमें, एक दूसरा सदिश 6) प्राप्त होता है 
जिसकी लम्बाई 9९ के बराबर होती है परन्तु दिशा विपरीत होती है, सदिश (9? को --29, लिखा जाता है । 
ग्र्थातू ?9-- -- 20. 
शून्य सदिश एक ऐसे रेखाखण्ड से प्रदर्शित होता है जिसके प्रारम्मिक तथा अन्तिम बिन्दु एक ही हों 
जैसे ? 9, ७4 इत्यादि। 


परिभाषा 5..2 : सदिश 09 को 0 के सापेक्ष ? का स्थिति सदिज्ञ (छु०शरांपं०्म ४९८६४०४) 
कहते हैं । 
की 
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एक सदिदश्य में कान्तिमात तथा दिशा तो होती है परन्तु कोई स्थिर स्थिति नहीं होती । उदाहरण- 
स्वरूप, सभी समान्तर एवं समान दिष्ट रेखा खण्ड जेंसे &8, 000 इत्यादि एक ही सदिश प्रदर्शित करते हैं 
(अकृति 5.6 देखें) । 


8 / 
जाए. 
>> 5 52 
5 
कौ ९ छ 
झाकृति 5.6 


सदिशों के इस संवर्ग का कोई भी प्रतिनिधि मुक्ति सदिदा (7०७ ४९०४०७) कहलाता है । यदि, ऐसे 
सदिश का प्रारम्मिक बिन्दु ज्ञात हो तो इसे स्थानगत सविश (००७॥5९0 ४००६००) कहा जाता है । ध्यान 
रखें कि, एक बल पूर्णतया तभी ज्ञात होता है जबकि उत्तका कान्तिमान, दिद्वा तथा भ्नुप्रयोग बिन्दु शात हो । 
इस प्रकार, बल एक स्थानगत-सदिश है । हढ़तापूर्वंक कहा जा सकता है कि, यही केवल उस सम्पूर्ण संवर्ग का 
एकल प्रतिनिधि है। दो सदिशों के योग के लिए, हम अपनी सुविधानुसार इन प्रतिनिधियों में से किसी को चुन 
सकते हैं । ४ 

अब, हम सदिशों को ज्यामितीय ढंग से प्रदर्शित करने में सक्षम हैं । ये ज्यामितीय अभिव्यक्तियां, 
सदिशों के सिद्धान्त प्रतिपादन के लिए, पर्याप्त हैं। सदिशों को एक श्रन्य प्रदर्शन से भी व्यक्त किया जा सकता 
है, जो विश्लेषात्मक प्रदर्शन के नाम से जाना जाता है। इसका उल्लेख निम्तांकित है : 

हम, क़मित युग्म (७, 0), जहाँ 6 तथा # वास्तविक संख्यायें हैं, से पूर्व परिचित हैं | यह्‌ क्रमित युग्म, 
मूल बिन्दु 0 के सन्दर्भ में एक निदिचत बिन्दु ? को प्रदर्शित करता है (भ्राकृति 5.7) । 

६ 4 





#. आकृति 5.7 


सदिक्ष शा 


संस्याश्रों का यह क़मित युग्म, दिये हुए भ्रक्ष समूह के सन्दर्भ में, 0? प्रतिनिधि वाले सदिश का कांति- 
मान एवं दिश्षा, अद्वितीय ढंग से, व्यक्त करता है । विलोमतः प्रत्येक सदिश, मूल बिन्दु से गुजरने वाले रेखा खंड 
के रूप में अ्रपना एक प्रतिनिधि रखता है। श्रन्तिम बिन्दु के निर्देशांक, क्रमित युग्म का ज्ञान कराते हैं। इस 
प्रकार, एक समतल में, हम, सदिश समुच्चय को वास्तविक संख्याओ्रों के क्रमित युग्मों के समुच्चय अर्थात्‌ बिदुओं 
से प्रदर्शित करेंगे । 


परिभाषा 5..3 : रेखालंड 4.3 की लम्बाई को सदिश 8 का कान्तिसान या सापांक कहते हैं 
भ्रौरं उसको | ## | या प्रायः 8 से प्रदर्शित करते हैं । 

ध्यान रखें कि, एक सदिदा का कांतिसान कभी भी ऋणात्सक नहीं होता । विशिष्ट रूप से, | 5४8 | 
+ | “४ | , शून्य सदिश का कान्तिमान शून्य होता है ! 


बह सदिश, जिसका कान्तिमान ) है, सात्रक सदिश (झण्यंई ४०८४०४) कहलाता है। मात्रक सदिश 


जिसकी दिशा वही है जो & की है, को » से प्रदर्शित किया जाता है । 


5.2 सदिक्ञों का योग (4ैगतापे०्ष ०६ '४९०४०:४) 


मानता, एक ताव 8, एक नदी में, उत्तर की तरफ जा रही है। नदी की चौड़ाई हू कि० मी० है 
भ्रौर उसके तट सीधे और समान्तर हैं। माना, नाव पानी के सापेक्ष & कि० मी० घण्टे की नियत चाल से पानी 
के बहाव के लम्बवतु सीधी रेखा में चलती है । यदि, नदी पूर्व दिल्या में 8 कि० मी० घण्टे की नियत चाल से 
बहती हो तो नाथ का परिणामी वेग (जमीन के सापेक्ष सम्पूर्ण-वेग) क्या होगा ? 

ध्यात रखें कि, चाल से हमारा तात्पर्य वेग के कान्तिमान से है। उपरोक्त बरणित स्थिति को भाकृति 
5,8 भें प्रदर्शित है । 


|| 


ए 


गा हृ 


$ किल मी० 
प्रति बटा 





हल 
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8 कि० मी 
प्रति घटा 
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ग्राकृति 5.8 
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चूँकि वेश एक सदिश है, इसलिए, परिणामी सदिश को समानान्तर चतुर्भुण 5089 (यहाँ पर 
आयत) के विकर्ण 88 से प्रदर्शित किया जाता है । यहाँ पर, 


[ छा | प्रूे ९/ 4-3३ ++४.0 कि० मी०/घं० 


88 की दिशा पूर्वोत्तर है जहां पर, 80 6>- हे तथा 0< 8 < न इसकी सहायता से, सर्दिशों के योग के लिए, 
हम निम्नांकित परिभाषा दे रहे हैं: 
परिभाषा 5,2.! : माता, 0& तथा 65 दो सदिश हैं। इनका योग 0-8 से व्यक्त किया 
जाता है, जो 08 के बराबर है। ह . 
यदि, समानान्तर चतुमुज 0309 [श्राकृति 5.9 (५). देखें] की दो भुजाओों को प्रदर्शित करने वाले 
सदिश 04& (--») तथा 08 (५-०), हों तो समान्‍्तर चतुभु ज नियम से, 
03--08--00 


(०) (४) 


शाक्ृति 5.9 


चूंकि, 08-40, इसलिए, समीकरण (!) को निम्त प्रकार से लिखा जा सकता है : 
0०4--4५--०० 

यह संकलन-तिभुज-नियम है [चित्र 5.9 (४) देखें] । इस प्रकार, हमने, समान्‍्तर चतुभु ज तियम से 
त्रिधुज-तियम का तिगमन किया है। इसी प्रकार, त्रिभुज नियम से समास्तर चतुमु ज नियम का निगमन किया 
जा सकता है। इसी प्रकार, एक बार पुनः दोनों नियमों की तुल्यता सिद्ध होती है । 

उपरोक्त परिभाषा से, हम देखते हैं कि, 

5 -- 80 -है. 

परन्तु परिभाषा से, #8----8&, भरत: &&--0 

श्राकृति 5.9 (0) के ७040 में, 00&0/ -[- 40, 
इसलिए, [04--05 | € | 04 | +- | 08, | या, 

| बर्न 9 | हक | है [6 [५ 
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ग्र्थात्‌, दों सदिशों के योग का मापांक, उनके मापषांकों के योग से या तो कम होता है या बराबर होता है। 
बराबर का चिन्ह तभी सत्य है जब , 0 तथा 0 के बीच अवस्थित हो | असमिका तभी सत्य है जब कि या 
तो ४८८० या 95-०0 हो । 


उदाहरण ! : एक कार, बिन्दु 0 से, पूर्व दिशा में 40 कि० मी० चलकर बिन्दु * पर पहुँचती है। तत्पक्चात्‌ 
पुनः 30 कि० भी० उत्तर दिशा की तरफ चलकर बिन्दु 8 पर पहुँचती है । 0 से 8 तक की कार 
द्वारा तय की हुयी दिष्ट दूरी ज्ञात करो। ' 


हुल:. उपरोक्त स्थिति को ज्यामितीय ढंग से श्राकृति 5.0 में दर्शाया गया है । 





आकृति 5.80 


पू्षे दिशा में, कार का विस्थापन, सदिश ५0% से प्रदर्शित है। | 04 | , 0 से तक की कार 
ह।रा तथ की हुयी दूरी है। इसी प्रकार, कारों का उत्तर-दिशा में विस्थापन &9 है। दोनों पिस्थापतों के कान्ति- 
मानों का योग, | 06 | + | ४8 | ++40-|-805570 'कि० मी० है। चूँकि 088 एक बिभुज का निर्माण 
करता है, इसलिए परिणामी विस्थापन 059 से प्रर्धशत होता है। अ्रतः 
03--48--08. ' 


परतु, | 08 | >४ ] ठ8 | *+ | छ | १२४0 कि० मौ० 
श्र्याव्‌ | 08 | ++ | 03--48 | --80 कि० मि० 


इससे, यह स्पष्ट है कि, सदिश्ों को संयुक्त (जोड़ने) करने की विधि, वास्तविक संख्याश्रों के जोड़ने 
की साधारण विधि से बिल्कुल भिन्‍न है । 


53 सदिश्ञ योग के गुण घ॒र्म (१/०ए९शसढछ ० १९०४०७ 3ततांप॑०्त) : 


श्रब, हमें देखना है कि, संख्या बीजावली के गुण घ॒मं श्र्थात्‌ क्रम विनिमेयता, सहचारिता इत्यादि, 
सदिशों के योगफल के लिए, सत्य है कि नहीं । 


700 मजिए 


माना, सदिश 8 तथा 9७, झ्राकृति 5.)! में दिखाई गये भांति 0# तथा #ऊ से प्रदर्शित हैं । 
तब, (9585-९8 -.. & हे 


“मत 
तथा, . 48 -- 00:--9 
प्रत्, 048 --48-- 098, तथा ००-- ६४8४ -- ०8 29% छ 
प्रत. 04&+45--00+- 08 ््ा। 
या, 28-- किप्ल एन 
इससे स्पष्ट है कि, सदिश योगफल क्रम बितिमेव 
मियम का पालन करता है| 0 कि 


] 
भय प्राकृति 5.2 में दर्शाए गये, 8, 86: तथा बाहति 5.77 

(०0 से प्रदर्शित तीन सदिशों ७, 9७ तथा ० पर 

विजार करें । 





श्राकृति 5:2 


यहां &-+-9-- #8 --ह(-- #0 
तथा, $#-[-8 7540-00 -- 20 
इसलिए,,. (७--७)--०८०+०---००७०--७०० « #0७ 


झौर 2-|- (8--०) --० +- ह0 -+ /ह -- 8) -- 0 
उपरीक्त दोनों समीकरणों से, हम देखते हैं कि, 
2-- (0 + ८) *« (४+-७)--० 


. पश्र्वात्‌ सदिश्ष योग, साहअर्थ-लियब का पालन करता है। 
उपयुक्त नियम से हम सदिक्ष 0 को &---9-० के रूप में लिलते हैं। 
सदिश योग के सहुचारिता के फलस्थ रूप, हम देखते हैं कि, 
कै; ठैड नी कै। रैक पे 5" पे ै॥-2तैज ता सै 
विश्षिष्ट रुप से, यदि &80 एक जिशुंज है तो, 
#8- 86 + ६४॥:-७॥:०० ०७ 


सदिश 


30] 


इस प्रकार का परिणाम, किसी भी संदुत बहुभ्ुुज के लिए सत्य है। उदाहरणस्वरूप, संबुत बहुभुज 


5.8५... के लिए, 


रफन- 348 न «१७ + -१% हि नल स्न0 


सदिश-योग के दो श्रन्य गुण घमं, विशेष रूप से, उल्लेखनीय हैं | वे गुण धर्म निम्नांकित हैं : 
(7) किसी सदिश & के लिए 
2-)- 0::-0-- कब नतख 


इसको सिद्ध करने के लिए, माना, », दिष्ट रेखाखण्ड 08 से, निरूपित है। 


इसलिए, 


चूंकि, शून्य सदिश, ०0, 00 या 7? इत्यादि प्रकार के सदिशों से अभिनिर्धारित किया जाता है, 


28-+-0-- 0272-|- ?2 -- 02 -- 8 
तथा, 0--४२-७०७० + 92--02 >> 8 
ग्रतः &--0::0- नतछ 


शून्य सदिश 0 को, सदिशों का पोज्य तत्समक (अतल्ध४० 4899४४%) कहते हैं । 
(77) किसी सदिश 8 के लिए, 

ब--(-78) ++(-8)- 8४550 
इसको सिद्ध करने के लिए, माना, & को 0४ से निरूपित किया गया है | 


तब, ए0 +- --+ 0989 + 
अब, बन॑-(-7०») २-०0? -- १0 ->७७--७ 
तथा, (--8)+ जन 0 +-99-- 93? -- ७ 
झतः (--2) |न-8८-० + (८-8) 5२0 


सदिश (--») को & का योमज्य थ्युस्क्रम कहते हैं । इस प्रकार ७, (--७) का योज्य ब्युत्क्म है । 
परिभाषा : 5.3.8 यदि दो सदिशों ७ तथा 98 का योग, ०, भ्र्थात्‌ ४409-5० हो तो सदिश 


2 तथा 9 क्रमशः भ्रपनी दिशाओं में, सतदिश ० के घटक सदिश (2०289०5०४६ ४०८८६०४४) कहलाते हैं । 


प्रब दो दी हुई दिशाश्रों में, एक दिए हुए सदिश के घटक सदिश्ञों को ज्ञात करना है । 
मात्रा, डे एक सदिश है ग्रौर हमको दो दी हुई दिश्ञाप्रों में इसके घटक सदिश ज्ञात करने हैं। 


इसके लिए, हम दी हुयी दिशाध्रों में & तथा 8 से होती हुई सरल रेखाएं 'खींचते हैं । (प्राकृति 5.3 देखें) । 


माना, रेखायें 0 बिन्दु पर मिलती हैं। तब, 


इस प्रकार भ्रभीष्ट घटक सदिश 0 तथा हैं। 
सदिश के घटक सदिश्ों को ज्ञात करने की एक 


दूतरी विधि का उल्लेख बाद बाले परिच्छेद में किया 
जायेगा । 


रदाहरण : ! यदि, दो सदिश & तथा 9, 0& 
तथा 098 से निरूपित किए गए हों भौर रेखा 88 
में एक बिन्दु 0 इस प्रकार है कि 80 : 08-४8 : 


ष 





॥॥३ शर्याव्‌ #३ 80-7० 05, तो साकृति 3,83 
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2७ &--20 7, 
कह नीाशथ 
जहाँ, ॥8 तथा ४४३ घनात्मक वास्तविक संख्याएँ हैं । 


6 ज्ू 00-८5 





आकृति 5,4 


उपपत्ति; आकृति 5.4 की सहायता से, 


(008 0९: -- ६(:8 
इसलिए, ४७ 08 :5४४४00 + ४;08, क्योंकि, ॥७, एक धतात्सक वास्त॑विक संख्या है। (१) 
पुन : 0998:-00+-+- 08 
या, ॥8 08-50700 + 9४08, क्योंकि ॥४, एक घनात्मक वास्तविक संख्या है । (2) 
(2) तथा (2) को जोड़ने पर, ' 
॥५04--%08 < (४४--४४)००---६७/५७ -- कराए... ... (9). 


परन्तु %; 205४४ (छ या, %8 00-४४ (08--0. 

अतः (8) से हम देखते हैं कि, 

॥६ 04-99 08-- (५0 ५" ०) 00 

0904 +% 0०फ _ ४88 --शश 


या, 6:८5 0९5८ 





॥0 न धनी 
यदि, ॥५७-॥० अर्थात्‌ यदि 0, ४8 का मध्य बिन्दु हो तो, 
04--08--20५ 
पा, #>|ंतेदि 8. व्ल 
2 डर 
उदाहरण 2 ; यदि, 
2-- 59-८० (0 
3-- 79 -+ 22 (2) 


तो सिद्ध करो कि, » की विश्ञा, ० के समान परन्तु 9 के विपरीत है । 


सदिकष 80$8 


उपपत्ति : () को 7 से तथा (2) को 5 से गुणा करके दोनों परिणामी समीकरणों को जोड़ने पर, 
हम देखते हैं कि, 


व7 
]ऐछ रन ४ स्छ -6, 
6 या, छत 


इसलिए, & तथा ०, एक ही दिद्ना में हैं । 
पुनः (१) को (2) से गुणा करके (2) में से घटाने पर हम देखते हैं कि, 
3] 79-८0 या छत -- 27७9 . 
इसलिये, » तथा ४ विपरीत दिशाश्रों में हैं। ह 
उवाहरण 3 : यदि, समषद्मुज / कि 090 ४ #, की दो क़मायत सुजायें » तथा ७ हों तो दूसरी भुजाओं से 
क्रम में निर्धारित सदिश कौन से हैं ? सदिक्षों &#0, 9, &8, तथा 08 को » तथा ७# के पदों 
में व्यक्त करो । 
हुल :.. मानता, समषदू्मज 2 50989 की क्रमागत भुजायें >ै8 तथा 980, सदिशों ७ तथा # से निरू- 
पित की गई हैं जैसा कि आराकृति 5./5 में दशाया गया है । 


प 8 छ 
श्राकृति 5.75 . 


तब, #(--88 --80--०»-|-७ रे 
पुनः 400, 80 के समान्तर तथा इसकी लम्बाई के ढुगुने के बराबर है, इसलिए, . 
| 4$0--29 
श्रब, 00--40 -. ७0-29 -- (४-)- 9) ++०-- ७ 
चूंकि, 407, 84 के समान्तर एवं समान है, इसलिए, 
ए9&8--88 -->--शै 8 -+-- 2. 
इसी तरह, ध--(8 -- ---80 -- -- 9. 
तथा, 2४4--00-5--थधा0 -+ -- [9---8) 5६० -- 9७ 
पुन : #0--40--98--29 -|- (--७)--29 -- » 
तथा, ध--00 --00-- (७--७) -- (-- ०») +< 9-2७. का पा जा डुद) |; कर 
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यूबिलडीय ज्यामिति (छेएणाॉ0०७॥ (७०॥०४७) के प्रमेयों को सिद्ध करने के लिए, सदिश विधियां, 
प्रयुक्त हो सकती हैं। इसके कुछ उदाहरण हम नीचे दे रहे हैं । 
उदाहरण 4 : दिखाश्ो कि, एक चतुर्मुज, समान्तर चतुर्मुज् तभी होगा यदि स्‍प्लौर केवल यदि, उसके बिकर्ण 
एक दूसरे को विभाजित करें। 


उपपसि : (४) यदि, चतुर्मुज एक समान्तर चदुर्भुज है, तो सिद्ध करना है कि, इसके विकर्ण एक 
दूसरे को द्विमाजित करते हैं । 


साना, & 8 07, एक दिया हुआ समान्‍्तर चतुमुज है, जिसके विकर्ण बिन्दु ? पर, प्रतिच्छेद करते 
हैं (प्राकृति 5.6 देखें) । 


शभाइति 3.86 


माता, 07 ; ए8 २७ : %, तथा है? ७३ 50, जहाँ ॥। ॥७ तथा ॥७ घनात्मक वास्तविक 
संख्यायें हैं। भ्रमीष्ट परिणाम प्राप्त करने के लिए, हमें सिद्ध करना है कि, 


48] ++।8४३४ तथा मड नल * 
चूँकि, 2, 708 में भ्रवस्थित है, इसलिए, उदाहरण । की सहायता से हम देखते हैं कि, 
#?५- 8 #0-[-:-/. 8 (7) 
कु कं 
पुन; #िि--॥8॥#ए +०0, (कि -- फेर) +२।७६ (४ -- 0) (2) 
(7) तथा (2) से, हम देखते हैं कि, 


शा पए-% 33... 48-५७ 











#धर्य *थ 
हु 0४ | 
या, ( -*७) हर | | लत ) + हि -:0 
कै हथ 2 | नै मस 5४ 
परन्तु 0 तथा ## समान्तर तथा धन्य सदिश्ष नहीं हैं, 
इसलिये, >> न 0 तथा, ४. >-भाइ म+ 0 
श॥ पी ४ घ्् - स्ानाखआा ६५ 


श्र्यात्‌ %( सभात३ तथा ॥, न्‍ है. 


सदिद् 05 


इससे सिद्ध होता है कि, समास्तर चतुर्भुज के विकर्ण, एक दूसरे को, द्विमाजित करते हैं । 
(मे) विलोमतः यदि, चतुर्मुज के विकर्ण, एक दूसरे को द्विभाजित करें तो, 

औक --& ९ -+- ए8 --?९(--092--00: 
तथा, #90--+# ४ -- ९00 -- ९0 -... 8? -- छए 


अर्थात्‌ 45 तथा 700, समान्तर एवं समान हैं। इसी प्रकार, 40 तथा 580 भी समान्तर तथा समान 
हैं। प्रतः 85070, एक समान्तर चतुभुंज है । 


डदाहरण 5 : यदि, चतुभु ज की क्रमागत भुजाप्रों के मध्य विन्दुप्नों को सरस रेख्ाप्रों से सम्बद्ध किया जाय, तो 
सिद्ध करो कि, परिणामी चतुर्भुज, एक समान्तर चतुर्मुज है । 


उपकलि : माना, दिये हुए बतुभुज 4800 की भरुजाग्नों के मध्य बिस्दु ?, ९, है, $ हैं (ग्राकृति 
5,7 देखें) । 





छ छ 
शराकृति 5.77 


वब, ९(९६---285-०80१०३७४ +-॥80+ल्‍ (#8--80) -- ३७०0 
तथा, ढै8 ०89 -- 08 -- ३४0 --॥00--॥ (&0 090) --8५० 
इसलिए, 2९0 तथा 888, बराबर तथा समान्तर सदिश हैं। इसी तरह, हम सिद्ध कर सकते हैं कि, . 
हि? तथा 9 भी बराबर तथा समाम्तर सदिश हैं । 
जराहरण 6 : सिद्ध करो कि, तरिभ्रज की मध्यिकायें, एक बिन्दु पर मिलती हैं, जो माध्यिकाधों का समत्रिमाजक 
बिल्‍्दु है। ह 


उपपसि : माना 880 दिया हुआ त्रिथुज है, जिसकी दो. माश्यिकाओं #7 बषा फट का कटान 
बिन्दु ? है, जैसा कि ,झ्राकृति 5.8 में दर्शाया गया है । 


06 गणित 


भाना ै, 8, 0, के स्थिति सदिश, मूल बिन्दु 0 के सापेक्ष, 8, ०, ०, हैं। चूँकि, 0, ४, 
ग्राकृति 5.8 में सूचित भुजाओं के मध्य बिन्दु हैं, इसलिए उदाहरण । की सहायता से, 70, #8 तथा 7 के स्थिति 
सदिश क्रमशः 





४७-]-० है 0--० ग्न9 हैं | 





् 'ब्वू7' 
पुन; उदाहरण 4 की ही सहायता से, भाध्यिका ठि8 को 2: । के अनुपात में द्विमाजित करने वाले 
बिल्दु ? का स्थिति-सदिश, 





०-० 
के 2 र् िजअ शा कक ०3 है। 
“+ जृुररफा 5 


इससे सिद्ध होता है कि, बिर्यु ? माध्यिका फ्रेश पर अवस्थित है और उसको 3 : ! के अनुपात में विभा- 
जित करता है। इसी तरह, हम सिद्ध कर सकते हैं कि, माध्यिकाश्रों »> तथा 00 को 2 : | के अनुपात में 


विभाजित करने वाले बिन्दु ? का स्थिति सदिश ् है । अतः बिन्दु ?, दूसरी दो माध्यिकाशों 70 


तथा 09 पर भी शभ्रवस्थित है तथा उनको भी 2 : । के अनुपात में विभाजित करता है। 


प्रहनावली 3./ 


2. क्या यह कभी सम्भव है कि, 
| थ्न॑9 | +« | ० | +- | | ! 
यदि हाँ, तो कब सम्भव है ? यदि, नहीं, तो क्‍यों नहीं ? 
2. यदि, |» | न तो | 59 | , | - -2& | , तथा |0& | के मान क्या होंगे? 
3. यदि, 98, एक अशुन्य सदिश है तो एक भ्रदिश £ ऐसा श्ञात करो कि, 
| 6 | स्व, 


सदिश 


को क्त छा सी 


प9 9० 


70, 


, 
32, 


3, 
4, 


]5. 
46. 


47. 
48. 


39, 


यदि, | » | उई | 9 | , तो क्या ४+-४ सबंदा सत्य है ! 
यदि, &:-59, वो क्‍या [० | झा | छ | , सत्य है ? 
सिद्ध करो कि, | & | - | ७ | & | ४-४ | 


# 8 07), एक समान्‍्तर चतुर्मुज है। यदि 8०9, तथा 80--४9 हो तो सिद्ध 
करो कि, &-२8--४ तथा कटै0 --9--&. 
यदि, &0--08 -80--00, तो सिद्ध करो कि, &, 3, तथा ८, संरेख है । 
भाना, चार सुध्यक्त बिन्दुओं ?,0,8,8, के स्थिति संदिश 8, 9, ०, , हैं, यदि, 
9--8-:०--थ, तो सिद्ध करो कि 0085, एक समान्‍्तर चतुभु ज है । 
माना, ७, 9, ०, स्थिति सदिश है। यदि, तीन संख्यायें ०, 8, / (सभी शून्य नहीं हैं,) 
इस प्रकार हों कि, ०8४--१४७ “५० 5 0, तथा ०--१--7ध5५-०. तो दिखाग्रो कि, 
&, ० तथा ० के सिरे एक रेखा में हैं । 
सिद्ध करो कि, एक श्रष्टभ्रुज के केन्द्र से शीर्षो तक खींचे गये सभी सदिश्षों का योग- 
फल एक शून्य सदिश है । 
दिखाओो कि, समान्तर चतुभुज के किसी ज्ञीष तथा विपरीत भुजा के मध्य बिन्दु को 
जोड़ने वाली रेखा, विपरीत विकर्ण को 2 : 3 के अनुपात में विभाजित करती है । 
संबंध, | »--9 | न्‍ू | ४--४ | , की ज्यामितीय सार्थकतता कया है ? 
निम्तांकित दशाश्रों में, सदिश »--७ का कान्तिमान और दिशा ज्ञात करो: 
(*) & का कान्तिमान 8, तथा दिशा, उत्तर पूर्व; 8 का कान्तिमान 5 और दिला, 
उत्तर पश्चिम, 
(४) & का कान्तिमान 3 तथा दिक्षा पूर्व) ७ का कातन्तिमान 7, तथा दिक्षा 
पश्चिम । 
30 न्यूटन तथा 40 न्यूटन के दो बल ४0 तथा #,, एक कण ? पर क्रियाशील हैं। 
ए। तथा 70, एक दूसरे के लम्बवत दिशा में हैं। वह बल ज्ञात करो, जो ? को गति- 
शील होने से रोक सके । 
हवा, दक्षिण दिशा में 8 मी०/सैकण्ड की रफ्तार से बहू रही है। एक कार को पूर्व 
दिशा में कितने तेज रफ्तार से चलना चाहिए कि हवा का, कार के सापेक्ष रफ्तार 
& मी०|सि० हो जाय ? 
संदिश & के घटक सदिशों के मापांक ज्ञात करो जो » से 40" तथा 80” पर भुके हुए हैं । 
2207), एक चतुभु ज है और 0, इसके समतल में कोई बिन्दु है। यदि, 04--08 
+-0५-- 009:--0, तो दिखाश्रो कि, 0, 4809 के विपरीत भ्रुजाओं के मध्य बिदुश्रों 
को मिलाने वाली रेखाओं का प्रतिच्छेद बिन्दु है। 
250, एक त्रिभुज है तथा 2,80 में कोई बिन्दु है। यदि, &, एछ, ? का योग 
20 हो, तो सिद्ध करो कि, 500, एक समान्तर चतुभु ज है भौर इस प्रकार ९ एक 
नियत बिन्दु है । 


0 


08 गणित 


20. यदि एक चतुर्मुज की क्रमागत भुजायें सदिश 23, 9, ०, के से निरूपित की जाय 
तो सिद्ध करो कि, दिये हुए चतुर्मुज के समान्तर होने के लिए श्रावश्यक एवं पर्याप्त 
प्रति 20-८0 याएछ +-प्रै--0० है | 

27. यदि, दो मात्रक सदिशों का योग भी मात्रक सदिश हो तो दिखाझो कि, उनके अन्तर 
का कान्तिमान / 3 होगा। 


5.4 सदिद के घटक ((०ऋ्रए०एछ्करंड ०8 ३९९४००) 


माना, निर्देशांक समतल 0४ है तथा | औौर ४ भ्ञक्षों के अनु, मात्रक सदिश £ तथा ई है । 
[्रिक्ृति 5.9 (७) तथा 5.9 (9) देखें] । 





आकृति 9'9 


माना, ४0४, समतल में, 99, एक सदिश है जिसका प्रारम्मिक बिच्दु ? (», 8४) तथा अन्तिम 
बिन्दु ९ (»;; ४४) है तब, 
90--/ए४ -- 8 ९, (7 ) 
चूँकि, . $ , &-श्रक्ष के अनु, मात्रक सदिश है तथा ९8०७ (७-०), 
एफ-- (०,--अ) (2) 


इसी तरह, ?0--(५४--७) 4 (3) 
(१), (2) तथा (3) से, हम देखते हैं कि; 


290--(»५--»४) ई न (७४-४४) ठ 2 (५) 


सदिक्ष 309 
(०४- »४) तथा (४४-90), सदिश 209 के क्रमशः ४-भ्रक्ष तथा, ४-भ्रक्ष के अनु, घटक कहलाते हैं । 


| सदिश 20 के घटक सदिश कहलाते हैं। 


(लत+शा) $ तथा (४४-90) | 
९609 का कांतिमान, पैथागोरस के प्रमेथः (?एप्रा&800७॥ ''॥०७०७॥१) से निर्धारित किया जा 
सकता है । हम देखते हैं कि, 


इस प्रकार, यदि, & उ्०८॥ ई + 5५ / तो | 8 | से १/कािकर 


उदाहरण ! : ?5- (2, 3) तथा 9--(5, 7) के लिए, सदिश & 55?9 को मात्रक सदिशों $ तथा ; में 
व्यक्त करो । ७ का कांतिमान ज्ञात करो । 
हल : समीकरण (+) की सहायता से, शा 5८१, ४४८६४, ॥5८3, तथा ४४5०7, के लिए हम देखते हैं कि, 


& -+(5--2) ६ --(7--9) | रू +र्क , 
तथा ७ का कान्तिमान 
|» | कई ५शिय- 8-४ है । 
सदिश 209 के निरूपण () के सन्दर्भ में, निम्नांकित प्रमेय सिद्ध किया जा सकता है। 
प्रमेय : 5.4. दो सदिश » तथा 9 तभी बराबर होंगे जबकि » तथा &-प्रक्षों के श्रनु, उनके घटक 


बराबर हों। 
उपपत्ति: इसको सिद्ध करने के लिए, माना, & >+० ६--०५६ , तथा 9 55४४ --७ ६ , तब, 


#-59, यदि, श्रौर केवल यदि, ०-०; |-5४ +0,  , 
या, (०४-०७) ई-- (9-- ०५) 
ध्यान रखें कि, दोनों पक्षों के सदिश बराबर नहीं हो सकते क्योंकि वे समान्तर नही हूं। अतः उनमें 


से प्रत्येक शून्य के बराबर होना चाहिए । 
अर्थात्‌ (७४--श) ६८-0८- (०,--५५) 
या, फका-- 0 ८0, तथा 8,-- ५०५०-0०, 
था, 68 5-0, तथा 64 ८5 0,. 


दिक्‍्कोज्या (7९टॉसं०म ००४ं:०४७) 
सदिश 07 की दिक्‍कोज्या, उन कोणों की कोटिज्या (००»॥०) से परिभाषित होती है, जो सदिद्य, 
क्रमश: ४ तथा #-प्रक्ष की घनात्मक दिषाओं के साथ बनाता है । इस प्रकार, यदि सदिश 07, #-प्रक्ष के साथ 


8 कोण बनाता है तो यह %-अ्रक्ष से | ज्र न 09 ।! कोण बनायेंगे । इन कोणों की कोटिज्या क्रमशः ००४ 6 तथा 


008 (जे --+0 )चभण १्है । 


]0 गणित 


यदि, 0? की दिक्‍कोज्या ०08 ० तथा ०05 $ हों तो » तथा #-अक्ष के अनु, 07 ००४० तथा 00 
००७ $ होंगे । इस प्रकार, 
077 --09£ 00४१७ -- 07? 0०87, 
ब्रतः ९087० -|- 00873 #- ]. 
प्रदाहुरण 2 : माना, ९9, एक सदिश है, जिसका कांतिमान 20 है तथा पह #-अक्ष से 600" का कोण बनाता 
है | « तथा &-प्रक्ष के अनु, 200 के घटक ज्ञात करो । 


हूल : एक सदिश को इस प्रकार से स्थान्तरित किया जाता है कि, उसका प्रारम्मिक बिन्दु, मूल बिख्दु के 
संपाती हो । इस प्रकार, ? को मूल बिन्दु लिया जा सकता है । 





श्राकृति 5.20 


श्राकृति 8.20 की सहायता से, हम देखते हैं कि, 


79४8-००? ७०४ 600 5०१0 , बे न्ल्5 
78-70 ००४ 30"--0 , रा ४ 
ग्रतः » भ्रक्ष तथा #-अक्ष के अनु, 99 के घटक क्रमशः 5 तथा 8 / ४ हैं। 
उदाहरण 3 : यदि सदिश 2९७ का प्रारम्भिक बिन्दु ? (3, 3) तथा #»-अक्ष और #-अक्ष के अनु, उसके घटक 
क़मशः ! तथा 2 हों तो उसके अन्तिम बिर्दु के निर्देशांक ज्ञात करो । 
हल : माना, अन्तिम बिन्दु ९ के निर्देशांक (2, ७) हैं | तब, यदिश 20 के >-अक्ष तथा #-म्रक्ष के ब्नु, घटक 
क़मशः (४--2), तथा (#/--9) होंगे । इसलिए --25>०7, या #5"-३, 
तथा ४-४४, या ४४5४, [दी हुई क्षर्तों की सहायता से) । 
प्रतः अन्तिम बिन्दु ९ (3, 5) है। 


प्रश्नावली 5.2 


- माना, & एक सदिश है, जिसका प्रारम्भिक बिछु ? (2, ४४) तथा अ्स्तिम-बिल्दु ९ 
(29 83) है। (*) से (०) तक के प्रत्येक प्रदनों में 2-अक्ष तथा #-भ्रक्ष के अनु, तदिश 
का कांतिमान एवं घटक ज्ञात करो । 


0) 2(2,3); ९ (६ 6) 


(४) 2(-), 8); ९(॥ 2) 
(४४) /2)+ ९ (४, --») 
(#) ९ (-, -?); ९ (-४5, --0) 


(४) (8, $) ; ९ (--४, --) 


(5) से (०) तक प्रत्येक के प्रव्नों में सदिश ?09 का भ्रच्तिम बिच्दु तथा दिक्‍्कोज्या ज्ञात, 
करो जिसका प्रारम्भिक बिलु ?, तथा क्रमशः » तथा $-अ्रक्ष के अतु, घटक ७, «% 
निम्नांकित हैं: 
(8) ४5+--%,०५७२७, ? (), 9) (#) आर-१, ०४८55, ? (2, 8) 
(88) ढा556,9,ल्‍5--4, # (--, 2) (9) ४550, 8४75०, ? (, 8) 
(०) कलर, 8०६0, ? (--, --3) 


()) से (०) तक के प्रत्येक प्रश्नों में, सदिश ?9 के 2-ग्रक्ष तथा ४-प्रक्ष के ग्रतु, घटक 
ज्ञात करो, जिसका कांतिमान ४ तथा उसके द्वारा »-भ्रक्ष से बनने वाला कोण 0 निम्नां- 
कित है : 

(४) (--१8, 8--30" (४) ॥>१0,  8--90? 
(४४) आ-8, 05900? (#) ५-४, 85-00 

(१) औज्य, 8--:90? 


. माना, 8, 9 तथा ०, तीन सदिता हैं जिनके घटक (3, 4), (--2, 8), तथा (!, 8) 

हैं। यहाँ, पहली प्रविष्टि, 2-ग्रक्ष के प्रतु, तथा दूसरी प्रविर्धट, #-प्रक्ष के भ्रनु, घटक 

है। निम्तांकित के मान बताओ: 

(४) 8+४ (४) 9-8 (+) ०२-०8 (#) 2-४ 
) 9-७ (७) ९--& (कह) 2-क-० 


( 
(७४) 8--9--० 


: दिखाओ कि, सदिश ० +८2-+-3] तथा 9७ ++#--6] , एक दूसरे के समान्तर हैं । 


॥] 


4]9 गणित 


5.5 विविमीय श्रायताकार निर्देशांक पद्धति (777०९ ऐशलाब०्न फिल्टबएड्णेंब (००7त७६९ 
99567 ) 

हम जानते हैं कि, एक समतल में, प्रत्येक बिन्दु, दो लम्बवत्‌ श्रक्षों के सन्दर्भ में, जिनको » तथा 
#-प्रक्ष कहते हैं, वास्तविक संख्याञ्रों के एक क्रमित युग्म से निरूपित किया जा सकता है । यदि, एक बिन्दु 2? 
को समतल में क्रमित युग्म (४, 9) से निरूपित किया जाय तो », बिन्दु 2 से ३-अ्रक्ष तक लम्बवत्‌ दूरी होती 
है । युग्म (2, 9) में, » तथा 9, बिन्दु ? के निर्देशाँक कहलाते हैं । 

प्रन्तरिक्ष में भी बिन्दुओं को ठीक वैसे ही व्यक्त किया जा सकता है जैसे कि एक समतल में । माना, 
एक समतल में, & तथा ैस्रक्ष, बिन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। इस समतल में हम साधारण द्वि-विमीय 
निर्देशांक पद्धति, प्रयुक्त करते हैं। माना, बिन्दु 0 पर, 202, ४-४ समतल के लम्बबत्‌ ऊपर और नीचे 
दोनों तरफ विस्तृत की जाती है। तब, 05%, 0४ तथा 0£ तीनों रेखाएँ परस्पर लम्बवत्‌ हैं| हम, 02 पर 
दूरियों को धनात्मक तथा 02' पर, ऋणात्मक होते हैं। तब, भ्रन्तरिक्ष में कोई भी बिन्दु, तीन निर्देशांक श्रक्षों 
के सन्दर्भ में भ्रद्धितीय ढंग से नियत किया जा सकता है। 


भ्रब, इन तीन लम्बबंत श्रक्षों के सन्दर्भ में, किसी बिन्दु ? को अन्तरिक्ष में निर्धारित करने के लिए, 
हम बिन्दु ? से ४--॥ के समतल लम्बवत्‌ ?0 खीचते हैं (भ्राकृति 5.2] देखें) । 


श्राकृति 5.27 


यदि, लम्ब, ४ तथा &-प्रक्ष को अन्तविष्ट करने वाले समतल से बिन्दु 0 पर मिले तो, बिन्दु ९ से 
४-श्रक्ष की लम्बवतू दूरी को ?? का »-निर्देशांक तथा बिन्दु 0 से »-अक्ष की लम्बवत्‌ दूरी को ? का #-निर्देशांक 
कहते हैं । उचित चिन्ह के साथ लम्बवत्‌ दूरी ९९, बिच्दु ? का »-निर्देशांक व्यक्त करती है । ग्रतः अन्तरिक्ष में 
प्रत्येक बिन्दु ?, वास्तविक संख्याओं के त्रिक (७, ४, ४) से निरूपित किया जा सकता है, जहाँ, », 9, 8, बिन्दु 
? के क्रमशः »-निर्देशांक, #-निर्देशांक तथा ४-निर्देशांक व्यक्त करते हैं । संख्याएँ », 9, ४, न्रिक में, बिख्ु ? के 
निर्देशांक कहलाती हैं । 


निम्नांकित प्रम्ेय में, दो बिन्‍्दुपों के बीच की दूरी के सूत्र को त्रि-विभीय अवस्थों के लिए विस्तृत 
किया गया है । 


संदिश ]]8 
प्रमेय 5.5.] ; अन्तरिक्ष में, दो बिन्‍्दुओं ९ (2, #, थ) तथा 9 (2७ ४७ थ) की बीच की दूरी 
को तिम्त सूत्र से व्यक्त किया जा सकता है : 


[20 |-+ ५/((७8- शो नी 0४-५४ नी ॥-झो* (7) 
ज्यामितीय ढंग से, व्यंजक (!) पैथागोरियन प्रमेय की सहायता से, श्राकृति 5.22 में दिखाये गये 
भाँति, एक 7०5 या कमरे से विकर्ण की लम्बाई की गणना का परिणाम है । 


| 





झ्राक्ृति 9.22 


समकोण त्रिभुज ९४छ8 तथा ९0७७ में, 
ए0/--?8७४-- 08४ 


तथा, 99% -- 700१ -- श हे* 
इसलिए, 90१ - 720१ -- ४४8४ -]- 08४ ()) 
परत्तु शि ८-३, --था 
2 -- ४-४! | (2) 
ऐटि +-न्यां 


(2) से (3) में मानों को प्रतिस्थापित करने पर, 
20१००(७--०) न (07720 (४-०) 
या, ।20 |[++ ९५/(७४--»)१-- -# नि थि- भी 


एक सदिश को त्रिविमा में ठीक बसे ही परिभाषित किया जाता है जैसे यह द्विविमा में परिभाषित 
हुआ है । 


4 गणित. 


त्रिविमीय झायताकार निर्देशांक पद्धति पर विचार करें और प्राकृति 8.28 में दिखाए गए भाँति 


2, 8 तथा 5 भ्रक्षों के अनु, क्रमशः 3, | तथा £, मात्रक सदिश लें। 





आकृति 5.23 


माना, अस्तरिक्ष में एक सदिश ९9, है, जिसका प्रारम्भिक बिन्दु ? (2, 9॥, ») तथा अ्रन्तिम बिंदु 
0 (७, ४५ » है (श्राकृति 5.32 देखें) । 

तब, 20-78 -|- 80 -- 7७४ -- धर -- 8५ 

परन्तु ए॥++ (७ - 2), हैंड + (५४ - ७0), तथा फि९5-(७- ५), 


इसलिए, 
एश-- (2५-०७) 
0२5 (४-9) 
89.- (४-०) £ 
झ्रतः 20-5 (७- 2१३ + (७३-७0) (न «) (४) 


स्पष्टतया, 2५, का कान्तिमान 
| ९५९ | 7२४ (०३--श) - (४४-७7) (७-०) 


(वश 2), (22-80) तथा (5+--») क्रमशः , व, & दिज्ाप्रों में ?0 के घटक कहलाते हैं। 
विशिष्ट रूप से, यदि ?? मूल बिन्दु हो तथा ९ के निर्देशांक (४, ४, ४) हों तो, 


४ -+?0 - ०3--४॥--४४ . (४) 
तथा, | ९५ | ++ ४/४--४+-४ (8) 


सदिश ग5 
सदिश 2, बिन्दु ? का स्थिति सदिश कहलाता है । 


४ के घटक सदिदा, », |, #£ हैं। मात्रक सदिशों 3, $, & के ग्रुणांक, बिन्दु ?? के निर्देशांक कह- 
लाते हैं, जो सदिश का अन्तिम बिन्दू है । 


यह आसानी से सत्यापित किया जा सकता है कि, (०६) दो सदिश & चूका 4--०/]--०४, तथा 
# < 9४-४8 ४४०, बराबर होंगे यदि श्रौर केवल यदि उनके घटक बराबर हों । 
(8) यदि, & रत्का +-०] +-०ई£ तथा 9 जूक -+-8. +-४ा£ 
तो उनका योग (&--४) भिम्न प्रकार से दिया जाता है : 
&+७« (०७+-०))+-(०+७)+-(%-+शॉ8 
(०) यदि, & सनक --०] +« ४ तथा )े कोई वास्तविक संख्या ही तो, 


मे & जूते व +- तेकय | मेकपार 
उपरोक्त वर्णन में, हमते, सदिश 2? का कान्तिमान, ज्ञात किया हैं। उसकी दिशा कया होगी ? 
इसके लिए, एक सदिश # पर विचार करो, जिसका प्रारम्भिक बिन्दु मूलबिन्दु 0 (0, 0, 0) तथा भ्रन्तिम बिदु 
£ (», 9, ४) है। तब, », ४, ४ सदिश 07 के क्रमशः », / तथा »-अक्षों के अनु, घटक हैं। मात्रा सदिश 


097, 05, 09 तथा 02-पक्षों से क्रमशः «, 8 तथा १, कोण बनाती हैं। जैसा कि, भ्राकृति 8.24 में दर्शाया 
गया है । 





0 +*£ ९) 
राकृति 5.24 
भ्राकृति 5.24 की सहायता से, हम देखते हैं कि, 
०0०8 &स्प ------ / 008 (या लिन ४ 008 “बे मिजल2मम ; 
|» । |? बज 


जहाँ. [| ++४»-+-४ +<, तथा ५, 8, 9, 0, तथा » (दोनों के समावेश सहित) के 
बीच वाले कोण हैं । ह 
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इसलिए, #जन | ई | 008 % ४#८ | ४ | 008 3, 85 [# | 0608 १, 
जहाँ ०08 ७, ०08 3 तथा ००४ ?', संख्यात्रों ७, ॥, तथा ४ के समानुपाती हैं श्ौर वे संख्यायें सदिश 
की दिक्‌ संल्यायें (छा#९०पंणा ००००४) कहलाती हैं। दिक्कोज्यायें ०08 «, ००8 8, ००8 १, सम्बन्ध 
००४१ «--००४? 8--००४१--। को सन्तुष्ट करती हैं । यह निम्नांकित सम्बन्धों से सिद्ध होता है: 
५ » 508 # जल: 25 
[स्[ |» | [? | 
तथा |* | "४ शनी४कीअ 
समीकरण (6) के पदों को वर्ग करके जोड़ने पर, 
्रि थ |] 9 | 2 
08 ७ -|- 0087 3 -|- 008 १ दो  गरि ि 2 क 
| कः | 4 की न ५ न॑- डी 
तिम्न[कित परिभाषा, इन प्रेक्षणों का एक स्वश्नाविक परिणाम हैं : 
परिभाषा 5.5. : निर्देशांक अक्षों के साथ सदिश #» द्वारा बने हुए कोणों «, 3, 9 की कोटिज्या 
को, सदिश की, दिक्‍कोज्या (887७०४४००७ ००७४४०) कहते हैं । «, 8 तथा 9 कोण, सदिश के दिक कोण 
(ढा॥९८४४०७ 9ण्ट्रॉ८) कहलाते हैं । 


008 #व्स्ट » 008 विद 








(6) 





यदि, एक मात्रक सदिश 2 की दिवकोज्या ००४ ७, ००४ 3, तथा ००४ 9 हों तो & को निम्तर प्रकार 
व्यक्त किया जा सकता है । 


हैः 


कत्ू008 ढाई 7008 8 $+ ००४ 


उदाहरण 4 : सदियों 2 व्ूर्शे +-4] -8£ तथा 9 >3--2]--8& के योग के समान्‍्तर, एक सात्रक सदिश 
ज्ञात करो। 


हल: सदिशों का योग # ++(2४+५--४%) -- ((--2]-+- 3&) 
5<34--6]--.2६ 


तथा | » [| * | अ+श-क | | /ऊफाहक- 





भ्रतः #» के समान्तर एक मात्रक सदिश ४८८ । के । है । 
हु 


ः 34-[- 6$-- 28 85: , 62 ५2»: 
358 कक 5 कट पद (7) 





परन्तु 


ध्यान रखें कि, $, $, तथा --$, सदिश ४ की दिवकोज्या हैं। यह सत्यापित करने के लिए कि 
समीकरण (7) का सदिश, एक मात्रक सदिश है हमको दिखाना है कि, 


पे न्‍ 8 *<“ 925 
ब्ध्म | #..ह. 5 ++- है ०० हि उस 
0 8 8 इक 


सदिष् ।7 


श्य्य्‌ | श्स 


35 ट ग 5) पक आम रू ९8 
श्रब, | फल न का हू )+ (7 7(०+ 
पर पं । ग् +्‌ है) (४४ 
से ॥ 8. ऊ$6, $ 
५ 87 छु २ 
यही सिद्ध करता था । 
उदाहरण 2 : यदि, छ, 9, ०, 4 सदिशों को, ७ व्लॉन-] + £, # कई श्रं--भु,  ०+अं--8--: 


व०*६--], से व्यक्त किया गया हो तो सिद्ध करो कि सदिश (9-») तथा (१--०) 
समान्‍्तर हैं । उनके मापांकों का अनुपात भी ज्ञात करो। 
हुल : हम देखते हैं कि, 


७-० --(2+) -(६+ +४) 5 ३+ 9-४६ 
तथा, --०७-(६४-/)--(४+छ8--9) २ -अ-] + कै 


घ्ल--+ (६ -+शभ्रं ४) सम -+ है (9 --&) 
प्रत: ४--०, (9--9) के समास्तर है । 
पुनः | 9-० | न्‍5 /()न8)+(-) «५४6 
| 4-० ० | +>४(-)/+(-0+ (७) २२ ३/8३४००३५/6 
इसलिये, | 9--» | : | 4--« | हू : 3. 
उदाहरण 3 : 6, 2०, 36, क्रांतिमान वाले तीन सदिश एक बिन्दु पर मिलते हैं और उनकी दिशायें, एक घन 
के तीन क्रमागत फलकों 0008, 0388, तथा 0580 के विकर्णों 00, 05 तथा 0४ के अनु हैं । 
(ग्राकृति 5.26 देखें)। उनके योग तथा उनकी दिककोज्यायें ज्ञात करो। 





ऑन मन जता क+ है. >ान +.- नन+ “गपुक छ 


आकृति 5.25 


38 


हल : 


गणित 


फलक 00098 के विकर्ण 00 के भ्रनु, एक मात्रक संदिश पुन है क्योंकि, 009, -«- ४(ह-- ६.) 


यहाँ पर सदिश « इस प्रकार लिया गया है कि 09 का कांतिमान 9 है । इस प्रकार 


बन 5) उन 
है 


_ 00 _ ८(++ _ ऑन 
| ०५ | (८ -- ८ «१/५४ 








तब, 





इसलिये, 00 के अनु, एक सदिश जिसका कान्तिमात 9 है ) 
& ह है। (0) 
इसी तरह, फलक 0489 के विकर्ण 09 के श्रनु, मात्रक सदिश 
६-६ है। 
इसलिए, 08 के भ्रन, सदिश जिसका कान्तिमान 2० है 
84 
(47) ५, पा 
तथा 09 के श्रनु, सदिश जिसका कान्तिमान 39 है 
36 4+ | 
: पक अल (3) 
यदि, इन सदियों का योग # हो तो 


०6(|+ ४) 20(&47) . 36(4-+-]) 
2 





(/ 3 पक] 
[म | » | हू (४+4+/) | (४) 
गा | मे | 5 | -ऋ आमिपाडगयाह्ज «०8 ह (४) 


इसलिए, सदिक्ञों के योग की कार्यरेखा की दिवकोज्यायें, 


668 8 | 36 
ि न्ठ ड ५ नद्व | 
ह्प्न 56 


|| 
मा 
५& 8५/8 8०«/3३ 





सदिश ॥9 
उदाहरण £ : दिखाओ कि, बिन्दु & (2, 6, 8), 8 (, 2, 7), तथा 0 (3, 0, --]) संरेख हैं। 
हल: स्पष्टतया, 88 5०(--2)4--(2--6) $+ (7-3४ 
++--३--47 -- 48 
तथा, &0 > (3--2) 4-- (0--6) +(--]-9) ४ 
व्न--4ा -- 4६ 


चूँकि, #8 -+ --४--4]-- 455 -- /--4]- 40) 
मर 8, 
इसलिए, दोनों सदिश समान्तर हैं परन्तु 2, दोनों में उमयनिष्ठ है, प्रतः बिन्दु &, 8, 0 ग्रवश्य 
ही संरेख हैं। 


प्रह्नाबली 5.3 


. यदि, दो बिन्दुओं ४ तथा ऐ के स्थिति संदिश क़मशः 7४--8--६, तथा 9-४ 


--4४ हों तो &8 का कान्तिमान एवं दिशा ज्ञात करो । 
2. निम्नांकित में से प्रत्येक के लिए, सदिश ?9, तथा उसकी दिक्‍्कोज्या ज्ञात करो जबकि 
४? तथा 0 के निर्देशांक दिये हुए हैं । 
(४) 9 (3, 4, --9), ९ (2, --2, -]) 
(४) ४? (2, --, --), ९ (--, -», 2) 
(४) ९ (--3, 4, --), ९ (2, 8, 3) 
(*)) ९' (3, --0, 7), 0 (4, --3, --!). 


3, बिन्दुओं &, 5, 0 तथा 7 के स्थिति सदिक्ष क्रमशः ४ + श--8, 8६ +2+ 2४, 
अ- शै---भ5, तथा 44-+-4--3£ हैं । दिखाझो कि, 48 तथा 00 समान्तर हैं। 


ह गं हु हु # रे हर] ्+ हु ही प न्‍ 

4. सदिशों २-+-%| + 28, 3--8]--2४ तथा --2 + 2] -|- 0४ के योग सदिद्य.का सापांक 
एवं सात्रक सदिददी ज्ञात करो । 

5. एक त्रिभ्ुज के शीर्ष बिन्दु, ? (2, --, 3), 0 (8, 8, --6) तथा #% (4, , 0) हैं । 


दिखाशओो कि, ?0 >»7?78, तथा यह भी दिखाओो कि 008 की दिक्‍्कोज्यायें-- रा 
-+ड $ 


गए! यह! हैं। 


20 गणित 
6, सदिश ४१- ५ की दिशा में मात्रक सदिश ज्ञात करो | जहाँ, 
४। न्‍्--2]--8, २५ ऋूओ--व--8%. 


7, यदि सदिश, ई---- ०६ तथा --2--]+-2£ आपस में बराबर हों तो 5, 9 तथा 
० के मान बताझो । 


8, यदि, & +८०४--2--5, ७ +«भ-|- 3]-|-6 तथा ०८---३ + ४ हों तो, निम्नां- 
कित में से प्रत्येक का मान बताओ : 


(7) 2०+ 39 (४) 828--० 
(४४) ०» की दिशा में एक मात्रक सदिश (#०) |०| ४ 


(७) [७ | तर (७) » -- ? +-% ० की दिवकोज्यायें 


9. बिन्दुओं &, छ तथा 0 के स्थिति सदिश क्रमशः 2 4-5, 3- श--8 तथा ई + 


4--$ हैं। दिखाओ कि, &, 5 तथा 0 संरेख हैं। 
0, दिखाशओो कि, बिन्दु (2, की 4, 3), (8, --5, व |] (-- १, ], 9), संरेख हैं । 
5.6, सदिज्ञों का गुणनफल (!ष्ाध्षछ्ा८४सं०७ ० ४९०६००४) 


पूर्व अ्नुच्छेदों में, हमने, सदिश-योग तथा एक सदिश् का एक अ्रदिश से गरुणन का वर्णन किया है । 
इस अनुच्छेद में, हम एक सदिश से सदिश के गुणनफल पर विचार करेंगे । 


सम्मिश्र संख्याम्रों के बीजगणित से हम जानते हैं कि, दो सम्मिश्र संख्याश्रों का गुणतफल या तो एक 
सम्मिश्र संख्या होती है या वास्तविक संख्या । उदाहरणस्वरूप, सम्मिश्र संख्याग्रों (2-88) तथा (8--%) का 
गुणनफल, सम्मिश्र संख्या 48 है जबकि सम्मिश्न संख्याप्रों (/-+-2) तथा (7--2) का गुणनफल एक वास्त- 
विक संख्या 5 है। संदिशों के गुणनफल, सम्मिश्र संख्याओं के गुणनफल से बहुत ही समानता रखते हैं। दो 
सदिशों का गुणनफल या तो एक सदिश होता है या एक अदिश । यदि, दो सदिशों का गुणनफल एक सदिशा है 
तो उसे सविश गुणनफल (५९०६४०७ ए#०वण०८८) और यदि . गुणनफल एक अदिश है तो उसे भ्रदिश गुणनफल 
(8०्गॉका' ए7००ं४०४) कहते हैं । 


बल तथा विस्थापन की सदिश राशियों की, भौतिकी तथा अ्रभियांत्रिकी की बहुत सी समस्याप्रों के 
अध्ययन में, महत्त्वपूर्ण भूमिका है । विस्थापन $ के लिए एक अचर बल # के विरुद्ध किया गया कार्य, 8 
की दिद्या में # के घटक को & के कांतिमान से गुणा करने पर, परिभाषित होता है। प्रतीकों में, यदि 5 
तथा # की कार्य रेखाओं के बीच 8 कोण हो तो, 

कार्ये ८ ण >-| & | ००8 8 | & |[+- [7 | 5 | 008 68 

(आकृति 8-26 देखें) 

ध्यान रखें, कि यद्यपि, कार्य की परिभाषा में सम्मिलित बल तथा विस्थापन दोनों राधियाँ सदिश् 
होती हैं फिर भी कार्य एक अ्रविश् है। कार्य की मौलिक परिभाषा, जिसमें यह कार्य रेखा के अनुबल तथा 
विस्थापन के गुणनफल से परिमाषित होता है, को कायम रखने के उद्देश्य से एक नवीन धारणा प्रस्तुत की गयी 


सदिश ]2 


है, जिसे श्रदिद्ञ गुणनफल था बिन्दु गुणनफल (तं०६ ए97००४७०६) कहते हैं। इसे औपचारिक रूप में निम्त प्रकार 
परिभाषित करते हैं । 





श्राकृंति 5.26 


परिभाषा : 5.6.3. माना, » तथा 9 दो दिये हुए सदिश हैं तथा उनके बीच का कोण 8 है। & 
तथा 9 का श्रविद्य गुणनफूल निम्त्र प्रकार से परिभाषित होता है: 


& , 9 ++| 9 | | 9 | ००8 0, 
यहाँ, | » | तथा | ० | क़मशः ७ तथा ४ के कांतिमान हैं जो श्रदिश राशियाँ है तथा श्रदिश 
००४ 8, सदिशों & तथा ४9 के बीच के कोण की कोटिज्या है. (आकृति 8527 देखें) । 





पक कं आम... पक. सी... जान... सन. स्‍मक 
+ 





।8 | ८ ०५१४ 4 


झाकृति 327 


चूँकि » तथा # के बीच बिन्दु संकेतन प्रयुक्त होता है, इसलिए प्रदिश गुणनफल को प्रायः 
तथा 9 का बिखु गुणनफल कहते हैं । 
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ध्यात रखें कि, दो सदियों का अदिश गुणनफल एक अदिश राशि होता है। निम्नांकित प्रेक्षण, 
सदिशों के शोर अध्ययन में सहायक सिद्ध होंगे 
॥, उपरोक्त परिभाषा में, स्थिति ४८८0, या ७-50 को अलग से अभिक्रियित करना है, क्योंकि 
» तथा ४ के बीच के कोण 0 की तभी सार्थकता है जबकि & तथा 9 दोनों सदिश अ-शून्य हों । परन्तु, 
व्यवहार में, यदि »-२0, या 9-0१, हो तो संकेत | » | | ७ | ००४ 6 का मान शून्य होता है । 
तर, चूंकि | 9 | ०08 0, 9 की दिशा में, 9 का घटक (वियोजित भाग) और | 2 | ००४ 6, 9 
की दिद्या में, &» का घटक है इसलिए अदिश, गुणनफल को एक के मापांक और पहले की दिशा में दूसरे के 
वियोजित भाग के गुणनफल से भी परिभाषित किया जा सकता है। 
पा. यदि, 0-90", अर्थात्‌ यदि सदिश & तथा 9 एक दूसरे के लंबवत्‌ हों तो अदिश गुणनफल, 
शून्य के बराबर होता है, क्योंकि तब ७. ०-६ | & | | 9 | ००४90”-- | & | | 9 | 05-0०, विलोमतः 
यदि, 8. 9-८0 तथा ४:८० और 9७-८0 हो तो 05-90? होगा और इस दशा में सदिश & तथा 9 
परस्पर लंबवत्‌ होंगे । 

अतः दो सदिश & तथा 9 लंबवत्‌ होंगे यदि ग्लौर केवल यदि & . 9--0. विशिष्ट रूप से, चूंकि 


के 


4,, £ परस्पर लंबवत्‌ अर्थात्‌ युग्मों में समकोण पर हैं, इसलिए, 4 , 4७5] . ४5-४६ , --0. 
एक शून्य सदिश्ा, प्रत्येक वूसरे सदिश पर लंबबत्‌ होता है। 
।0 यदि, 05-50 अर्थात्‌ » तथा 9 समान सदिश हों (दो सदिश जब एक ही दिद्षा। में होते हैं तो वे 
समान सदिश कहलाते हैं, उनके कांतिमान भिन्‍न हो सकते हैं) तो 8. ०७-- | & | | ० | २१४. 
यह परिणाम सवंदा सत्य है क्योंकि, & . 9-5 | » | | 9 | ००४ 0 
दें | » | | छ | प््व9, 
विद्िष्ट रूप से, ४. ४--०७* होता है । & . » को »* मी लिखा जाता है। भ्र्थात्‌ू #>-६४ 


अतः ३-० १०-४१--१, क्योंकि 4, ), £ मात्रक-सदिक्ष हैं । 
श्र यदि, ०5४ अर्थात्‌ & तथा 9 असमान समान्तर सदिश (दो/सदिशों की विशायें, श्रगर विपरीत 
होती हैं तो वे श्रसमान संबिश कहलाते हैं) हों तो ७. ७-5--०५४, क्‍योंकि, ु 

2. [४ | |७ | ००७ इतने |» | |७ | (--)55-०४. 
प्रा यदि, दो सदिशों » तथा ०9 में से किसी एक को एक वास्तविक संख्या अर्थात्‌ » से गुणा किया 
जाय तो गुणनफल (# ») . ? को निम्न प्रकार से व्यक्त करते हैं : 
(# 28) . 9-5४ (69 008 0)--5७ . (» 9) 

शा. परिभाषा से, अदिश गुणन चूकि एक संख्या है, इसलिए हम इसे सदिश के अदिक्ष गुणक के रूप में 
प्रयुक्त कर सकते हैं। इस संदर्भ में, (&. ०) ० का तात्पर्य एक ऐसे सदिश से है जो सदिश ० की दिशा में 
है और जिसका कांतिमान, ० के मापांक का, 40 ००४ 6 गुना है। पुनः ( & ..9 ) ( ० . 6 ), एक संख्या 
है क्योंकि यह दो भ्रदिशों का गुणनफल है । 
भ्रदिष्ष गुणनफल के बीजीय गुण-घर्म (58०0 एक४० ?7०फूश?इांट्ड 0 ६086 80987 77००0 घ८४) 

झदिश गरुणनफल के भिम्नांकित गुण-घर्म हैं । 
॒,. झदिदा गुणनफल क्रम विनिमेय है, अर्थात्‌ 

2 . एनन 0 , & 


पतदिश 28 


उपपत्ति : परिभाषा 8.6.] से, हम देखते हैं कि, 
28,9 +5 (40) 008 6 तथा, 
9 , 87८ (96) ००४ 0-६४ 008 0-58 . ०, 
जो कथन को सत्य सिद्ध करता है । 
पर, श्रदिद्य के संदर्भ में, श्रदिश गुणनफल सहचारी है, 
अर्थात्‌ यदि, » एक अदिश हो तो, 
%(& . ७) ८5(४७) , ०८८७ . (४9) 
उपपत्ति : माना, % एक घनात्मक संझ्या है, तब, 
#४(2,0)--१(००) 008 98-+ (१०0) ०08 8 
चूंकि, » & तथा » ४9 क्रमशः & तथा ४ की दिशाओं में 6 तथा 89 कांतिमान वाले सदिश्ञ हैं, 


इसलिये 
(१ ७) . 7-६ (४6) 9 008 0-- (7260) 008 0 
तथा 2. (3४0) --०(४9) ००8 6-5 (४69) ००8 0, 
जिससे #(28 , 9 )-5(% ७) , 9८ 2. (%9) 


प्राप्त होता है । जब » ऋणात्मक होता है तब भी उसी विधि से अग्रसर होते हैं । 
॥॥ | # सदिश्ञ योग के सन्दर्भ में, श्रदिश गुणनफल बंठन-नियम का पालन करता ७8, 9 तथा ० तीन' सदिश 
हों तो, 
& . (9--०)>+8 .9--98 , ०, 
उपपत्ति : माना, तीन सदिश ७8, 9 तथा ० ग्राकृति 8.98 में क्रमझः 08, 08 तथा फ्रध से 
निरुपित किये गये हैं । 





आकृति 528 


तब थोग (9 -- ० ) को 00 से प्रदर्शित करते हैं। यदि, सदिश युरम 8, 9; », ९, », (४ 
ने- ० ), के आनति कोण क्रमशः 0, $ तथा # हों तो, 
2 . फिन-8 , ०:८०0५.08 ००४ 8--08..86 ००४ $ 
स्‍्त04 (08 ००४ 8-20 ००४ $) 
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गणित 
परन्तु 08 ००४ 8-08 तथा 80 ००४ $ 5 --8/0/ 
इसलिये, ७ . 9-8 . ०००04 (08/ +- 800) --08.00/ (7) 
तथा » . (9+०)5-०३७.,.00 ००४ फ-+04.00/ (2) 


(3) तथा (2) से हम देखते हैं कि, 

&. (०-६० ) 58 . 7-०४ . ० 

4ह आसानी से सिद्ध किया जा सकता है कि, 
% . (9-०) >नछ . ५-०७ , ०, 


कभी-कभी निम्तांकित प्रकार से व्युत्पन्न होने वाला श्रदिश ग्रुणनफल का विश्लेषणात्मक स्वरूप 
ज्यादा उपयोगी एवं सुगम होता है | 


यदि छन्‍्तवार + ०७ +-०५६ तथा 9७८०४ --४/४ + 0४ तो & तथा ७ का अ्रदिश गुणनफल निम्त 
प्रकार से दिया जाता है: 


# , 9-८ (क्यो --०३) +- ०) . (0 +- 0,]-+- 0॥४) 
नम का जि--०6, . ]+- कह; 3. ॥ --०५७, 3.] 
न ०४0 $ न ०0 । ६-- 630] ष्र्य 


नी था $. उ-+ 7303 को. 
न्«9]0 +- 4404 +- ०३९३, 


क्योंकि, ई१--]१>०६१८-] तथा, 


, न्‍ मम्थ], ६-४8. 4--0 
इसलिये, 2, 0 नम 6,0, -+- ५५0५ न 6303 (3) 
हम, थे तथा 9 के बीच के कोण # को 9 तथा 9 के घटकों के पदों में ज्ञात कर सकते हैं । 
समीकरण (3) से, 8 , 75६०४ --०५0॥ +ै (४ 
या, | » | | ७ | 0०8 98-+०0, -+- ०५९५ --५३०४ 
ग्रत: 008 0 --+ 5 मा >>  शाशिनककरणा की | 

[«। | 8 | फछककाक/छयकेएफ (4) 


उदाहरण 7 : यदि सदिश ७ >> --4ा तथा , ७० #--&-+-) ३ परस्पर लम्बबत हों तो, » का मान ज्ञात 
करो । “ 

हल : & . 9 ++४ 2८ (--5) +- ६१, (3) से 

चूंकि & तथा 9 लम्बवत्‌ हैं, इसलिये, & . 9-50 


| 
अतः --8-|-4» 55 0 या, पक्ल्जू 
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सदिश 
उदाहरण 2 : यदि, एक कण बिन्ट * (, 2, 0) से बिन्दु 8 (2, --7, 8) पर विस्थापित किया जाता है तो 


उस कण पर क्रियाशील वल # _+4+ 2[-- 5६ द्वारा किया हुआ कार्य ज्ञात करो । 
हल: किया हुआ कार्य #. », जहाँ # दिया हुआ बल तथा 5 विस्थापन है । 
&-+ विस्थापन नूर कै छे ८८ (2--) 4-- (----2) #+ (8--0) £ 


प्रतः किया हुआ कार्य -5॥7, &8 - (4 -- श + 22) . ((-- -- %) 
+ (4)८) +[2% (--9)]+9%3,. (3) से 
सय4--0--9 
न 
इसलिये, किया हुआ कार्य-+7 इकाई । 
उदाहरण 3 : यदि, & तथा 9 लम्बवत्‌ सविश हों तो दिखाशो कि, 
(2-०) न (७ -5»)* 
हल : यहाँ पर, 
(ब4-9).(७--७) न्‍तश--७ . 9-- ० . 3--४ 
ब्प्थ -- 97, क्योंकि & , 955०७ , 8-0 
स्ल्धौ-|- है 
पुनः (४--9) .(3-- 9) चशौ-- 2 . 9-७ . ४-- ७ 
नमथा--४० क्योंकि, &. 9-59 , ७7८0 
सर 4 --8 
इसलिये, (७ +- ७)” -+(8--9) 
उदाहरण 4 : सदियों » >-अ्--4--8, तथा 9 ++-- 4[--4£ के बीच का कोण ज्ञात करो । 


हल : यदि & तथा & के बीच कोण 6 हो तो समीकरण (4) की सहायता से, 

७6 #>०- “5 ५ २ 2282(5--! (4 

जि... ४ (2/+(-॥)+(ऐ ७४(४)/+(-४१+ (-#ॉ 
(हे 


6 
कहियओीँ के 





इसलिए, 
3 हि 
25 $+ | 
8 <- 808 हर | 
उदाहरण 5 : यदि, 8--०+०--० तथा [»| २3, [॥--०४, [५--7, हो तो » तथा 9 के बीच का कोण ज्ञात 


करो । 
हल : माना » तथा 9 के बीच का कोण 0 है। सूत्र (५) से 
8 . 9 


8 0क्‍.+  >-ज्-+« 


४] ४] 
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हमको 2.४ प्राप्त करना है। 
अौने-9--८०४-0 से हम देखते हैं कि 2--०:८--० 
चूंकि ०८८०.०८८(४--)- (8-9) 








घमकी -- 28.0 -- कि 
७.8१ --9* 
गत: ब./िज+ वर 
घ्न्ड (7 --- 48... 5) 
१65 
है. 
8 
इसलिए, है. 
08080 इुह - हु 
या, 95-00? 


उवाहरण 0 : सिद्ध करो कि, अद्ध वृुत्त का कोण, समकोण होता है । 
उपपत्ति : माना, केन्द्र 0 तथा व्यास 208 वाले श्रद्ध वृत्त पर कोई बिन्दु 0 है। (श्राकृति 529 
देखें) । 
माना, 0 के सन्दर्म में & तथा 0 के स्थिति सदिश क्रमशः » तथा ० हैं। तब 08 -5--8, 20 
म्ई+९--& तथा ४80--०-|-० श्रब, 
#0.805-- (०--2) .(०--७) 
सम ए-- १: १ 
«50... दि 


& दब ० 
झाकृति 5.29 


परन्तु |0#| -|०० |, 
प्रत: 406, 80--0 तथा &65, 80 पर लम्ब है भ्र्थात्‌ ८ 3083, एक समकोण है । 
उदाहरण 7 : सम त्रिभ्रुजों के लिए, कोठिज्या नियम का प्रतिपादन करो | 


अकोटिज्या' नियम्त---यह इस प्रकार है : प्रिभुज की किसी भी भुजा का वर्ग, उसकी अन्य दो भुजाओं के वर्गों के योग में 
से दोनों भुजाओं तथा उनके अन्तविष्द कोण की कौटठिज्या के गुणनफल के दुगुने को घटाने से प्राप्त, राशि के बराबर होता है। पर्थात 
किसी ल्विभुज 330 के लिए, 
(3) &--6/-|- 6१--2 86 008 & 
8) 0-० 6*-- 6-2 66 608 3 
3) ०ै०-०-- 68.-...2 60 008 0 


सदिश ]५ 


हल : त्रिभुज 4.30 में, माना 4, 8, 0, आन्तरिक कोण तथा ०, 8, ८, उतकी विपरीत भुजा प्रदर्शित करते 
हैं (आकृति 85.80 देखें) । 


4 


8 
शाकृति 5.30 


तब, 2-० -+- ०८5८0 "तथा, 
9 , 2-5 (9 --०) . (/--०) 
न ०१-29 , ९ 

या, ४6-०४ -|- 6१-..2 8८ ०08 & क्योंकि 9 तथा ० के बीच कोण (774) है । यही सम 
त्रिभुजों के लिए कोटिज्या नियम है। 
उदाहरण 8 : एक चतुष्फलक में, यदि विपरीत सिरों के दो युग्म परस्पर लम्बबत हों तो तीसरा युग्म भी एक 

दूसरे के लम्बवत्‌ होगा तथा दो विपरीत सिरों के वर्गों का योग प्रत्येक युगम के लिए एक ही होगा । 
हल : मानता, 8800 एक चतुष्फलक है तथा 7 को मूल बिन्दु मानकर 2, 8, 0 के स्थिति सदिश क्रमशः 
«, ०, ८ है (आकृति 5.34 देखें) । 





आकृति 5.3] 


यदि, 708 तथा 80, परस्पर लम्बवत्‌ हों तो, » . (०--७)--0 
या, 2. ९८-98 , 9 


: इसी तरह, यदि 08 तथा 80, परस्पर लम्बवत्‌ हों तो, 
७9. (०--०)--0 
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या, 9 . ८न्न) ,मतलश - 9 (2) 
समीकरण (!) तथा (2) से हम देखते हैं कि, 

8 ० नयी . ०९ 
या, छ . 6-98 - ०5-०0 
या, (9-2) . ०->0 
या, #क . 0906-09 
अर्थात्‌ 498 तथा 00 परस्पर लम्बवत्‌ हैं । 
प्रब,. 08?-)-807-- #१-|-(०--७)* 

अत --97--०१--2८ , 9 

इसी तरह, 08? -- 80:७१ -- (०---9)१--»-- ७ +- ०-2०. 8 
तथा, 00. 88% 87 - 85-. 2१....28 . ४ 
परन्तु समीकरण (3) तथा (2) से, 

2 , ०7-४9 , 6० , 2 


इसलिए, 04*-- 807 --00? .. 88१ --0 82 .. 807 


प्रदनावलो 5.4 


. यदि, ४----2] + 20, ७ >--- 2 4-4 तथा ० -++--29--४, तो निम्नांकित 
के मान बताओझो : 
(*) 8 . ०, 9० , ० 
४) |» | [०[, ।०| 
४४) (»+-७) . ० तथा ० . (»--9). क्‍या वे बराबर हैं ? 


( 
( 
(+०) (28-3०) . ७ 
( 


०) » तथा 9, 9 तथा ०, ० तथा ७ , के बीच का कोण ज्ञात करो | 


2. निम्नांकित भ्रब्तों में से प्रत्येक में, एक कण पर क्रियाशील बल 7 द्वारा किया हुआ्ना 
कार्य ज्ञात करो जबकि कण बिन्दु & से बिन्दु 8 तक विस्थापित होता है : 


(४) &: (0,., 9); 8: (-», 3, 0) ; ए- * +]--४ 


श 


(भ) &: (0, 2, -3); 8: (2, 0, -०0) |. ए--र्शे--3; :- ४ 


(#) 4: (3, 8, )); 8: (४, $, 4) ; 2... 3 ++ ६ 
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(४७) &:.(0, 8, 0); 5: (0०% 3) ; छू >« 4... 3 
(०) 4 : (-3, --4, ) ; 8 : (--, --0, --9) ; # +-अ----% 
3. यदि निम्नांकित सदिश .& तथा 9 परस्पर लम्बबत्‌ हो तो » का मान बताझ्नो । 
(0) ०855०४--)--६; .. 9-०-श--४६ 
(४) बन्ना+]+मेंध;. छऋन्‍-भ्-- ४६ 
(के) » उन्‍्े ---६;. ४ ज्ूै--१-#ं: 
4. निम्नांकित सदिश-युग्मों के लिए भ्रदिश गुणनफल तथा उनके बीच का कोण ज्ञात करो । 
() -अई---5&8 तथा #+7+# 
(के) अं-आं+0६ तथा अ्-श-क 
(४) न तथा. +& 
(*) ई+अं-#: तथा -आऔ--&--48 
(० #--+ह£ तथा. -अ+]+ के 
5. यदि, ४ . 9०-२० -० तो दिखाओ कि, या तो 8०-0० या, ४ेन्‍्न० या, 
», (०-०) पर लम्ब है। 
6. यदि, (४--०) . (७--०) 5-0, तो दिखाभो कि, |» |>-|० | 
7. सिद्ध करो कि, दो सदिश परस्पर लम्बवत्‌ तभी होंगे जबकि, 
| 2 ० | | & +| 9 | 


8. त्रिभुज 089 में, कोण 408--90? है। यदि, ? तथा ९, “8 के समप्रिभाजन बिन्दु 
हो तो सिद्ध करो कि, 


07९ _- 00#-- हु 9: 


5.77 सदिश गुणनफल तथा फास ग्रुणनफल (श७०४०७ ए7०चएटई ०० (7088 ए7०4च्टा) 


हमें, यह ज्ञात है कि, रेखा + के परितः घुमते हुए चक्र की नेमि पर स्थित बिन्दु ? का रेखिक वेग, 
संदिश ५ से, निरूपित किया जा सकता है, जिसका कांतिमान रेखिक चाल ५ है जहाँ पर ४-२०८७ तथा ०, 
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कोणीयचाल है (भ्राकृति 5.32 देखें) । चूंकि रेखा /» के परितः चक्र का कोणीय वेग, & से निरूपित होता है 


और वृत्त की त्रिज्या |» |-| # | ४० 0 से व्यक्त होती है, इसलिए, | / |+-| ७ | | # | 89 6. 


|. 





आकृति 5'32 


ध्यान रखें कि, 9, ४ तथा ७ दोनों पर लम्ब है। इस प्रकार, सदिश ७, दो सदिशों # तथा ७ से, 
किसी तरह पूर्ण रूप से निर्धारित हाता है। प्रब प्रश्न यह है कि यदि » तथा ७ दिये हों तो ४ किस 
प्रकार ज्ञात किया जा सकता है ? इस प्रकार के प्रश्त का उत्तर # तथा छ के सदिश गुणनफल श्रर्थात्‌ 
झज्+छ (४ 
से प्राप्त होता है। 
इससे, हम निम्नांकित परिभाषा देते हैं । 


परिभाषा : 5.7.0. दो सदिशों » तथा 9 का सदिश गुणनफल, जिसको 8»9 लिखा जाता 
हैं, निम्न प्रकार से परिभाषित होता है । 


ब>(9- | ६ | | ० | थंए 8 (0) 
जहाँ 0, » तथा 9 के बीच का कोण है, मानक सदिश ए, दोनों सदिशों » तथा ० पर, लम्ब है और इस प्रकार है कि, 
2, ०, ०, दक्षिण हस्त अभिविन्यास (एंहा॥ ४६060 ०४०7/७४४०॥) में हो (दक्षिणहस्त श्रभिविन्यास से, हमारा 
तात्पय लघुत्तर प्रतिच्छेद कोण पर, » से 9 के लिए दक्षिणवर्ती पेंच के घूर्णन से है, जो उसे ० की धनात्मक दिशा की 
ओर उन्मुख करता है। हम, सवंदा निर्देशांक श्रक्षों के दक्षिणावर्ती निकाय को ही अपनाते हैं और 0 से 0४ 
तक के 00? पर धतनात्मक घूर्णन को, एक सदिश की सहायता से, 66 की दिशा में प्रदर्शित करते हैं। 0४ से 


0हँ तक का घूर्णय, एक सदिश की सहायता से, 20 की दिल्षा में प्रदर्शित होगा) । 
सदिश गुणनफल क्रे गुण-धर्म (ए7०्फूुथ्छापं९5 0 ४९०६०० ए7#०१०८०४) 
. सदिश गुणनफल 9१८४ का कांतिमान ४२९४ के कांतिमान के बराबर होता है परन्तु उसकी 


सदिश ]8] 


दिशा 89८७ की दिशा की विपरीत होती है। इसका कारण यह है कि, दक्षिणावर्ती पेंच इसको --# की 
दिशा में उन्मुख करता है । 


| »0 






कल 
|] 
छ । | छ । 50 0 


० | 
ल्‍००३०८---न८>> अमन >> 


चे 


श्राकृति 5.33 


इससे प्रदर्शित होता है कि, सदिश ग्रुणमफल क्रम-विनिमेय (००कप्णमच£8४४४९) नहीं है। 
यह गुण-धर्मं, सबिश गुणनफल की प्रतिक्रम विनिेयता (ब्णंट०्छाक्ाप८&मंज्त८७) के नाम से भी जाता 


जाता है। 
व, यदि, » तथा 9 समान्तर हों, श्रर्थात्‌ यदि, 8--0 तो, 


2 >(9-+ |» | | 9 | धं० 0 29४९, 
बविलोमतः, यदि, 


» >< 9550 तो |» | |?” | 87 6 ८ 0, इसलिए, या तो 2४७०0 या, ०5८5८ 0, 
या, ४० 050. यदि, 7॥ 8-50 तो, 0--0, या, 0-7, श्रर्थात्‌ » तथा 9 समान्तर हैं। 
विशिष्ट रूप से, 8 )८ ४-0, होता है, भ्रतः 


मे 


4 है ई--| >उुन्न८ ८ ६5-0, 


गा, यदि, ८८ डर श्र्थातु यदि, & तथा 9 लंबबत्‌ हों तो, 


(०2८७) [# | |७ | ७ श्रोर ७, 0, 29८9 परस्पर लंबबत्‌ सदिशों का दक्षिण- 


हस्त निकाय बनाते हैं। यदि, & तथा 9, मात्रक सदिद हों तो, ७३९ 9-+भं। 0 गा, विश्विष्ट रूप से, यह देखा 
जा सकता है कि, 


36] 3०४०-२८ ; 3८४-न्‍> -£360; &)८3%]-7--3)<£, 
क्योंकि, अ्रक्ष 05, 0५, 02, सदा दक्षिणहस्त निकाय के रूप में प्रयुक्त होती हैं । 


832 


प्‌ 


ग्रणितत 


माना, 2807), एक समानान्‍्तर चतुर्भुज है, जैसा कि प्राकृति 584 में दिखाया गया है। 
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त्रिकोणमित्ति से, हम जानते हैं कि, एक /५४30 का क्षेत्रल $ | »| | ० | भ। 8 होता है। इसलिये, 
समांतर चतुर्भुज का क्षेत्रफल 


#नन [३१९४७ | ++ [9 | |# | कां। # है . 


ग्र्थात्‌ यदि, किसी समान्तर चतुभुज की प्रासन्‍्त भुजायें & तथा ४9 निरूपित हों तो उसकी संगत भुजाझों की 
लम्बाई क्रमशः | » | तथा | 9 | होतो है ग्रौर उसका क्षेत्रफल कांतिमान में, » तथा 9 के सदिश गृणनफल 
के बराबर होता है । 

सदिश गुणनफल के बीजीय गुण-घर्म 


मं 


प्र 


उपपसि : 


गा, 


सविश गुणनफल, क्रमविनिसेय नियम का पालन नहीं करता है । 
ग्र्थातू, 8 २ 9:69 >( 9 

अ्रदिश् के संदर्भ में सदिश गुणनफल सहचारी होता है । 

ब्र्थात्‌, १(७ १९ 58] >(३3 2) ४ 9-- 2 )< (3 ४) 


माना, » धनात्मक है। तब, चूंकि ॥ » तथा + 9, » तथा 9 की दिद्षा में ७ और ७ के ) गुने 
मापांक वाले सदिश हैं, इसलिए 


ने ( 2०९४ ) -२१ (५४ शांत 6 ए) <+ (१46) थंघ 6 
पुन: न ७)>८ 9-- | [3 2) | | 9 | ४४ 89% 
नननिक) थो। 0 थ 


प्रौर 28)८३ 9 >4 (३ 9) थ। 6 घ-- (248 शांत 0 
प्रत: + (७९७) (3 9) 2८ 9७ - ७» (3 ७) 


सदिक्ष-योग के संदर्भ सें सदिश गुणनफल, बंटन-नियम का पालन करता है। 


अर्थात्‌ यदि, 8, 9, ० तीन सदिद्ञ हों तो, 
& < (9+०)+-० > 9 न ४८८ 
तथा, (9+०) 2८» ४ २८ ६-०३ » 
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29९ 9 को, & तथा 9 के घटकों के पदों में, व्यवत करना उपयोगी होगा | यदि, & स्््त +- 
वश +०्य४ तथा 9 हू 8४-- ०, ।-+ 9४ हो तो बंदन-नियम के प्रयोग से, 
8) छैन्‍न (ा-- ५५ ]-+- ०५४) > ( 8४-- & 4+-0. £) 
बना ढाई भर ई-- ० भर $ न न छः न 
चन (०80 - 4४५)-- (०४/१-- ४०५) 5 + (५४0, ०-०७) ४ (!) 


चूंकि, ३9८६ ८ 0,४9८ --४, इत्यादि, इसलिये, समीकरण ) को हम निम्न प्रकार लिख सकते हैं: 


/ न्‍ न्‍ 


|॥.+ ए 
28>(ऐलन|, 6 ५४. ०5 (2) 
छ 8. 88 


है 
& तथा 9 के बीच का कोण ज्ञात करने के लिए, हम निम्न प्रकार अग्रसर होते हैं : 
हम जानते हैं कि, ७ )८ ७७-५४ 87 0 9. तब, 
(& 2८ ०) ८-(५४ ॥ 0) (०)*८० (60)* #ाए7 8 


इसलिये, छग१ 6--- (260) _ ह (8) 


(०४) 
उदाहरण  : उस समा/तर चंतुर्भुज का क्षेत्रफल ज्ञात करो जिसकी भुजायें सदिशों ४-० + 9] ६ तथा ७७- 
$--४£ से निमित हैं। 
हल: हम जानते हैं कि, समान्तर चतुमुंज का क्षेत्रफल | ४०८४ से परिभाषित होता है । 


-+ 2६ _.. 6४: 


८3 ७3 शान्> 
<2 0७३७ ४७४०२ 
कत +त+ फड्रदारऊ 


परन्तु, 2 >< 9 -८ 


प्रत: | ६१८७ |--| थे -6६ | /ब्पत्मछा +० ४ >» सह 


उदाहरण 2: दिखाओो कि, | 8८ 9७ |-+४ ऋ एे 7 [&. छो* 
हल : चूकि | 8८ 9 |: 6४ ४9 0, इसलिए, 
| (2 >८ 9) [६87 शांत? 6 
प्ः46१ (]-.. 008 6) :+०१४* -.. 6१७१ 008? 6 
नमक 9-0 (2 * ०) 
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दोनों पक्षों का वर्गमूल लेने पर, हमें भ्रभीष्ट परिणाम प्राप्त होता है । 
उदाहुरण 3: & तथा 9 के समतल के लम्बबत्‌ मात्रक सदिश्ष निर्धारित करो, जहाँ पर, ७8८5 #--9-- 
ह तथा 9 5८5०-6]--3४. 
हल: हमें ज्ञात है कि, 89९ 9, & तथा 9 के समतल पर लम्ब होता है। तब » त्था 9 के समतल 
के लम्बवत्‌ मात्रक सदिश 
त्‌ ] य्र्ह् ] होगा || 
समीकरण (2) से, 


4 डर 
29 9 4$ 8 ज्ञ्य 
2 0 न्ज्न्छे 


ते 


नाई (--9--6)-- (--2-- 9) +£ (--24--6) 


जन8 -+- 0[--30६ 
इसलिए, 8»9 के लम्बंबत्‌ मात्रक सदिश, 














8१9 _ --6६--0--808& __+- व 4-0--808& 
|8०><८9 | (--5)* + (१0)*-- (- 80) 38 
| 


* 94<% 86 .* 
ब्दड «तल ञ पक 3 बनन्+>-> ह: 
व गदर 7 
उदाहरण 4 ; दिखाश्रो कि, &, 5, 0, शीर्षों वाले त्रिभ्रुज॑ का क्षेत्रफल औ (8 > 9-ै-9 »( ०५-०>९ ७) 
है, जहाँ, 8, ०, ०, &, 5, 0 ज्षीषों के क्रमशः स्थिति सदिश हैं । 


(समीकरण (!) का व्यंजक, (५4.30 का सदिश क्षेत्रफल कहलाता है) इन बिन्दुशों की संरेखिकता 
की शर्त ज्ञात करो ! 


फ् 


कक 


झाकृति 5.35 


संदिश १386 


हल: श्राकृति 5.85 से, हम देखते हैं कि, 
8९ -- 00-98 -- ०-४9 
तथा, 843:-- 083 -- 08-2० -- 9 


इसलिए, #0 » 8&--(80) (83) (४७ / 280) 9, जहाँ पर 8, 480 के समतल के लंबवतु 
मात्रक सदिश है । 
न्२५ ( (५१४0 का सदिश क्षेत्रफल ) (2) 

यहाँ, वे (80) (83) &0 2 380-- 0 550 का क्षेत्रफल, ह 
पुनः छ60 »८ 83 --(०--७) »€ (४ --४०) 

नए (8-०७ 2८ 9-- 9 >( »४-- ७ >< 9 

स|छ 8 --०२९०--७ २९ 9 (8) 
और फ़ै> छएका--069 9, $# >८ 8 #८ -- छ >( 9 तथा 9» 9-८0 
इसलिये समीकरण (2) तथा (3) से हम देखते हैं कि, 
/५४80 का सदिक्ष क्षेत्रफल र+॥ (७ »९७--४ »८ ०-० ८ ७) 
यदि, &, 89, (:, संरेख बिन्दु हों तो 80 का सदिश क्षेत्रफल शुन्‍्य होता है। श्रतः बिखु तभी संरेख 


होंगे जबकि, 
2 >< 9-० 9 2८ 0-- ९०८ छ-+ 0 

उदाहरण 5 : यदि, 8०८ 9--४ »< ८न॑+0 तो सिद्ध करो कि ७--० ५5७ ०, जहाँ ॥४ एक अदिश है । 
हल: यहाँ, 8>(95-9>८० | 

या, »४०८७७-०--००८७ (सदिश गुणनफल के प्रति क्रमविनिमेयता के प्रयोग से) 

या, 82८9७--०>८४७-८0 ह 

या, (४-०) ०८४७-८०. (सदिश गुणनफल के बंटन नियम के प्रयोग से) 

परन्तु नत्तो 2८9 शून्य है और तन 92८० इसलिए, सदिश्ञों », ७», ० में से कोई भी शून्य सदिश 
नहीं है । इसलिए, सदिश (४-|-०), 9 के समाच्तर है श्रर्थात्‌ 

2-|7०--१%४ 9, जहाँ % एक अदिश है और 28:£--0. 

यदि, 8-+--९ तो श#न50 


प्रश्नावली 5.5 


4. सानाो, 8 ८८ अं +- श, फ़िस्त -++-अ+ तथा ८ उन +9-+-8%, तीन सदिश 
हैं। निम्नांकित को ज्ञात करो : 


(४) 2>८४७ (४) #+<& (४8) ४ +<० 
(%) ०>८४ (०) ०१८० (४) »><(--9) 
(०४) 2>< 29 (०४) (2&--29) >< ० (7४) (2४--०) >( ० 


(०) (&-- 9) »< (०-०), 
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निम्तांकित सदिशों के लम्बवत्‌ मात्रक सदिश ज्ञात करा: 

(१) $, ६ (४) ई - $, ३-४ (४४) ई+ 3४8, $--ई 
(७) ई+9+#, ३-६ (७) ई$++, ३-४ 
उस समान्तर चतुर्मुज के क्षेत्रफल का कांतिमान ज्ञात करो, जिसकी संलग्त-भुजायें 
निम्तांकित हैं : 


(४) ४-4+-$+-82, ६-६ (४) क, ६ 
(#) ई-आं+-४5, $---+-४ (४) अ--भं, अं--2४ 

(४) $+-$, --४ - अं. 
दिखाग्रो कि, (४-०) » (४--०)-52७ ७८७ श्रौर इसका ज्यामितीय निर्वंचन 
भीदो। 
यदि, छ& +७+-०--९ तो दिखाओ्ो कि, 8७ »( 95० »८ ०८-२० 2८ &.इसका ज्यामितीय 
निर्वंचन भी दो । 
त्रिभुज 480 का क्षेत्रफल ज्ञात करो, जहाँ बिन्दु &, 8, 0 क्रमशः (, 2, 4), (3, !, 
--2), (# 3, ) हैं। 4, 8, 0 कोणों को भी ज्ञात करो । 
दिखाओ कि, (8»८9) -४/०१ -.. (& . 9)* 
एक संख्यात्मक उदाहरण तथा ज्यामितीय ढंग से भी दिखाझो कि, 
29८ 95+8 (० से ७ --० का संकेत नहीं मिलता । 
यदि, & . ०-८७ . ०, ४०८७--७>८ ७ तथा ७, एक घून्य सदिश न' हो तो दिखाओो 
कि, ७5-९०, | 
माता, 2७, ७, ० क्रमशः 80, 0& तथा 48 सदिशों को निरूपित करते हैं । 
दिखाशो कि, 8>८७८- ० ८८--००८७ . त्रिभुज के लिए ज्या-नियर्सां (४४० एच) 
का निगमन करो। 


5.8 ग्रदिश त्रिक ग्रुणनफल (5०37 '्रछा« ९7००४०८६) 


हम, परिच्छेद 5.7 में देख चुके हैं कि दो सदिशों & तथा ” का सदिश गुणनफल & »€ ० होता 
है। अतः इसके श्रौर तीसरे सदिश ० के संयोग से अ्दिश गृुणनफल ०. (3८७) या सदिश गुणनफल 
००८ (ब»८ 9) प्राप्त किया जा सकता है। वास्तव में, यदि तीन सदिश &, ?, ० ज्ञात हों तो इन सदिद्यों का 


सभी को एक साथ लेकर, सार्थक गुणनफल तिम्नांकित में से एक होगा : 


#ज्या-मियम -- इसका उल्लेख निम्तांकित है : 


एक त्िभुज की भुजायें, भ्रपने विपरीत कोणों के ज्या के समानुपाती होगी हैं, अर्थात्‌ किसी /५ 3 30 के लिमे, 


सदिश 87 
(४) &. (०१८०) (४) (»><८9).० 

(8४) (32८9) 2० (४०) »>< (9७ ><०) 
गुणनफल (४) तथा (४) श्रदिश त्रिक गुणनफल ($८छ७/४४ ६पवए० छ/०0८४०४) कहलाते हैं, क्योंकि 
उनका ग्रुणनफल एक श्रदिश राशि है, तथा ग्रुमनफल (४४) तथा (४०), सदिश्ञ जिक गुणतफल (४९०४०० 
धारएौ० छ7०००८४) कहलाते हैं क्योंकि उनका गुणनफल एक सदिश राशि है। इस परिच्छेद में, हम भ्रदिश 
त्रिक गुणनफल पर विचार करेंगे । 

यदि, ७, ० तथा ० तीन अबून्य सदिश हों और 9 तथा ० के बीच कोण 8 तथा 9 >(० 
झ्रौर » के बीच कोण $ हो तो », 9 तथा ० का अदिश त्रिक गुणनफल जो ७. (99८०) से प्रदर्शित 
होता है, निम्न प्रकार से दिया जाता है : 


2 . (92८०)-८६ , (9८ ४7 0 9) 
+- 6896 87 0 608 #ुं 
श्रद्िद्ञा त्रिक गुणनफल के गुण-धर्म 
, ज्यामितीय ढंग से, 9०८० का कान्तिमान, ४० शआं। 8, ० तथा ० से बने समाम्तर चतुर्मज 
05870 के क्षेत्रफल के बराबर होता है (आ्राकृति6.36 देखें)। तीन सदिश 2, ० तथा ० से निर्मित समान्तर 
घट्फलक का झायतन, ? तथा ० से निर्भित समांतर चतुमुज के क्षेत्रफल और समान्तर षट्फलक की ऊँचाई 


के गुणनफलन के बराबर होता है । यह ऊँचाई, ० की दिशा में, » का घटक होती है और ५ ००४ 6 के बरा- 
बर है। तदनुसार, समान्तर षट्फलक का भ्रायतन 686 शं।र “ ००४ $ है । 


8 2० 2० काने. सन मना पके नम. कामना मन 





ब्राकृति 5.56 


प्र्थात्‌, एक सर्बनिष्ठ बिन्दु से जाते हुए तीन सदिद्यों से नि्तित ससान्तर घटफलक का प्रायतन, 
श्रदिश जिक गुणनफलनत & . (०८ ०) के बराबर होता है। 

यदि, & . (७ >८ ०) घनात्मक हो तो ००४ $ भी घतात्मक होगा और इसलिये यह न्यून कोण 
होगा | भ्रतः ७ तथा 8, 9, तथा ८ से निर्मित समतल के एक ही तरफ विस्तेरित होते-हैं.। 
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यदि, & . ( 99८ ०), ऋणात्मक होता है तो $, ज्ू तथा » के बीच अवस्थित होगा और इसलिए ० तथा ७, 
इस समतल के विपरीत दिल्षा में, विस्तरित होंगे । 
इस प्रकार, & . (9८८) के क्रमशः धनात्मक या ऋणात्मक होने के अनुसार, 8, 9, ५, दक्षिण- 


हस्त या वामहस्त भिकाय बनाते हैं । 
ठीक इसी प्रकार के तक से समान्तर षदफलक का झआयतव 9 . (०८७8) तथा ०. (8><9) 


से दिया जाता है। अतः 
& . (92८०)८८४ . (०>८७8)-००, (»><9) 
नमः (89८०) . 2८८(9)८८) , ४०६(०>८७) . ४9. 


हा. संख्यात्मक उदाहरणों में, ७ . (9»९०) का मान ज्ञात करते के लिए, निम्नांकित स्वरूप 
उपयोगी सिद्ध होगा | माता 


रा ढ्र न र्ष्श न व्णॉप, 959६ +- 8शं- 8 


तथा' ०-- ० + ०३-५४, 
तब, ७ ३८० +5(8०५--४०) £ -+-(9०-- ४०) ।+ (8०-४५) ४ 
तथा, 2 . (9)८०) > (का--कां + ०४०) | [(0६-- ४४७) 3+ (88० -- ००) 
+ (9०%-- 9०) ४] 
सन्था(9०--०४०) न प्[३५--०५) | 4३(॥0-- 0५) 


छा 68. 68 
8॥ 089. 9 

छा ०8 ० 
छ 68. 98 


॥ 





(४) 


9, 08, 9 
लक ५० 


इसलिए, ७, (9 %८ ०) ++ 





पा, चूंकि छ >(०55--० ०८9, इसलिए, 

2 , (9 »८४८)5८--०७ . (०१८४७), 

जहाँ दांये पक्ष में, झ8, », ० का चक्रीय क़म परिवर्तित हो गया है । 

इससे हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि, श्रदिदा त्िक गुणनफल का चिन्ह घटकों (सण्डों) के चक्रीय 
क्रम पर निर्भर करता है श्रोर उनके बीच विन्दी तथा क्रास की स्थितियों से स्वतस्त्र होता है । 

इए. चूंकि ७. (9७2८०)२०००८ आए 8 008 6, इसलिए हम देखते हैं कि, &. (००८०), 
तभी थूच्य होता है जबकि या तो (४) 8-50, या (४) 6590" | यदि 8-50, तो सदिश, 9 तथा ० समां- 
तर होते हैं । यदि 590" तो स्दित्त २, ० तथा ० के समतल में अवस्थित होता है श्रर्थात्‌ तीनों सदिश 
समतलीय होते हैँ । इससे यहू निष्कर्ष ।न्कलता है कि तीन अशुन्‍्य सदिक्ञों का शझ्रविद् तिर गुणनफल तभी शून्य 
होता है, जब सबिध् समतलीय हैं । 


सदिश 39 


9. प्रदिद्त त्रिक गुणनफल बंटन-नियस का पालन करता है: भर्थात्‌ 
* - [[7--०) »८ (4--०)|७० . (92८७) --० , (० »८०)-+-० . (०८३) -+-०. (००८०) 
उपपत्ति : बांयें पक्ष में, सदिश गृणनफल के बंटन नियम का श्रयोग करने से हम देखते हैं कि, 
2. (७-०) (4--०) «.[(० ८ व) + (७ ३८०) + (०१९१) + (०३८०)] 
नू9, (०2८0) -- 9 . (७ » ७) 
नीछ - (० >4)+9 . (०१९ ०) 
न्न्वायां पक्ष 


उदाहरण 4 : यदि, सदिश ई--+-४ अं --]--४£ तथा अ--+ ४६ समतलीय हों तो ॥ का मान बताओ्रो । 
हल : तीन सदिश, जब समतलीय होते हैं, तो उनका अदिश तनिक गृणनफल शुन्य होता है श्र्थात्‌ 


[ नम व 
/ | बम वन) 
औै आआिआये मै 








या, ()--7)--(9॥ 4-0) + ([-- 2-3) +0 
या, )--7+$३-2-है 550, या, तैेक्त! 
बग्रतः यदि. 2८-5१, हो तो तीनों सदिश समतलीय होंगे । 
| हि की हि ग गु मु ; 
उदाहरण 2: उस समान्तर षट्फलक का भ्रायत ज्ञात करो, जिसके सिरे, अ--3--4%, 4+श-# तथा 
अं---% से निरूपित हैं । 
हल : हम जानते हैं कि, समान्तर घट्फलक, जिसकी भुजायें सदिश 9, 9७ ,० से दी गई हैं, का श्रायतन 


2. (9८०) है| ब्रतः ४-६०४--३--4६, #ल्‍-४-)-श-8 तथा ० +अं--]-+-४ 
से निर्मित समान्तर-षट्फलक का आयतन : 








थे “3४ 4 
बज ये 2 नये 
38 -+-] 8& 
+2(4--)--3 (2-8) 4(-- 7-- 6) 
ब्+6--5 --28 
ब््स्जजो 
या, & . (७»०)-०-7 


यहाँ पर ऋण चिन्ह, यह सूचित करता है कि संदिश 3, ०, ० दक्षिणावर्ती निकाय नहीं बनाते। 
इस प्रकार, समान्तर षट्फलक का आयतन 7 इकाई है । ; 


उदाहरण 3 : दिखाशों कि, 
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हल : हम देखते हैं कि, 
हे ] 00 
(9८४) < 0१4740 लह-ग+कपकपना 
0 07 ।7 
हु है] है 0 व 0 
है| ($ ») 55 0 0+_ स्ूई0-(0-) --0--१ 
]00 
द | 0 07।7 
४ . (४०८ ) कई । ]00 0५०५0 -१- 
0१7 0 
र्ज ] 00 
4. (& ८] )-| 0 07 न0-0३०+००-। 
0१770 


प्रदनावली 5.6 


4, उस समान्तर षद्फलक का भायतन ज्ञात करो, जिसकी भुजायें निम्नांकित सदिशों से 
निरुूपित हैं : ह 


()) ॥4, भर, 82 
(#) ई-्ज, 4-$, ४+श्र॑+ 2४६ 
(#) - 25 3-४, श्र+]--0 


(४) $--$+४, 5, ४--]--9. 
2. किन्हीं दो सदिश्ों » तथा 9? के लिए, सिद्ध करो कि, & , (& 2८ 9) -50, क्‍या 
७9 . [+ 2८ 9) 550 सम्मव है ? 
3. यदि, 8, ० तथा ० एक दूसरे के लम्बवत्‌ हों तो दिखाग्नो कि, 
 . (० »०)[--००४४०, 
4. दिखाओो कि, 
(०-०)  [[9+०) 2९ (०--०)]२०३०. (७2९०) 

5.9 शब्द सबिश (५०८४००) लेटिन शब्द जिसका अर्थ ले जाना' होता है, से व्युत्पलत हुआ है। 
गणित के श्नेकों भ्राधारभूत विचारों के समात ही सदिश की घारणा भौतिकी में उत्पन्न प्रइनों के श्रस्वेषण से 
विकसित हुई । एच० जी० ग्रासमन (प्र, ७. (78880) [809-877] एवं डब्लू आर० हेमिल्टन (७, प्र, 
प्र७गं/0ा) [805-865] के शोध ने इस विषय के विकास पर बहुत प्रभाव डाला ! 


सदिश ॥4ी 


844 में ग्रासमैस ने अपने शोध कार्य को ॥##«शओोट ४पडतेराफभ्रणडुडा «४०7७ में प्रकाशित किया 
एवं हैमिल्टन ने 858 में चतुष्टयों ((१०७४०7४४०४४) पर लेख प्रकादशित किया। ग्रासमेन श्रौर हैमिल्टन की 
पद्धतियाँ श्राधुनिक सदिश विश्लेषण की जन्मदाता मानी जा सकती हैं । परन्तु न केवल हैमिल्टन तथा ग्रासमैन 
की पद्धतियाँ भौतिक विज्ञानी या व्यावहारिक गणितज्ञों की आवश्यकता को पूरा न कर सकी क्‍योंकि ये दोनों 
पद्धतियाँ साघारण परिकलनों के लिए. बहुत जटिल थीं। उस समय के गणितज्ञों के विचार से ऐसी पद्धति की 
ग्रावदयकता थी जिनके द्वारा प्रकृति के तथ्यों की जानकारी में वृद्धि हो । विभिन्‍न देशों के गणितज्ञों ने इस 
दिशा में कार्य भारम्म किया झौर अमेरिकन गणितज्ञ विलार्ड गिब्स (शंतरा870 ७7908) [889-908] इसमें 
ग्रागे भ्राएं। 88] तथा 884 में ग्रिब्स ने संदिश विद्लेषक के मूल तत्त्व नामक प्रपत्र प्रकाद्षित किया। इस 
विषय पर यह प्रथम पुस्तक थी जिसने सदिश पर विधिवत एवं संक्षिप्त विवरण दिया । परन्तु, सदिश के प्रनु- 
प्रयोगों को निरूपित करने का श्रेय ओ० हैवसाइड- (0. 7०8ए»0७) [850-928] को दिया जाता है । 
औरों में पी० जी० ठेट (?. ७ 7७४0) [88-90॥] जो कि हेमिल्टन के एक शिष्य थे, ने इस विषय पर 
उल्लेखनीय कार्य किया है । 

इस छाताब्दी के इटालियन गणितज्ञों आर० मारकोलोगो एवं सी. बुरालिपोर्टी (0. 877७॥070) 
[86!-98]] ने क्षेत्र में बृहत कार्य किया है । उन्होंने 770009708 06 0७000 ए००४०४७ (?8ए8, 90) 
प्रौर 48988 ५४०००एं०॥७ 0७॥०:७॥० (?&४ं७, 9]2) प्रकाशित किये हैं। पहले में सरल सदिश विश्लेषण 
है एवं दूसरे में श्रधिक विस्तृत सदिश विश्लेषण है । 


झष्याय 8 


सारणिक तथा श्राव्यूह (मेट्रिक्स) 


6.4 सारणिक 
समीकरणों के निकाय ह 
का #& 4 ५५ #न|0 । (!] 
दशा & |ै+ ०08 ॥ २२0५ 
पर विचार कीजिये जहाँ गुणांक था। ०७ ४४, ०७ तथा 0, ४ (वास्तविक था मिश्रित) 
संख्याएँ हैं । 
» तथा ४ के लिए, हल करने पर हमें 
नि 9392---08 4.8 
७॥ 5998-५8 कहा 
मच्द्ाब्राक का 
प्राप्त होता है यदि (७ 5४-०६ ८७) शृत्य भे हो । हर का, यह व्यंजक (7) में दिए हुए प्रकार 
के समीकरणों के हल में, महत्त्वपूर्ण भूमिका निभाता है। संख्या (७४ ०४-०७ ५७) एक सारणिक 
कहलाता है श्नौर इसे 
ध्प्ा्‌ 2] | 


फ्डा ५५22 





के रूप में लिखा जाता है | 
उपग्रुक्त सारणिक में दो पंक्तियाँ तथा दो स्तंभ हैं। यह कोटि 2 का सारणिक कहलाता है | इस 
प्रकार दी हुई परिभाषा से यह स्पष्ट है कि यदि 9, 6५५, 50 % की स्थितियाँ बदल दी जाएँ तो सारणिक 
भी बदल जाता है। उदाहरणार्थ, सारणिक 
6 कप | 
6.8 है 0। 
(०५५ ०५-००) 7७) के बराबर होगा । 
परिभाषा 6.3.) व्यंजक 








कर यु । 
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मारणिक तथा आव्यूह (में ट्रिक्स) 48 
जिसका मान (64 6४--०४ १9) है, जहाँ ८ा, ०७ ०७, ०७ (वास्तविक या मिश्रित) संझ्याएँ या फलन 
(जिनके मान वास्तविक या मिश्रित हों) हैं, कोदि 2 का सारणिक कहलाता है । 
यदि हम तीन प्रज्ञात राशि वाले तीन समीकरणों के निकाय को हल करें तो उपयुक्त रीति का 
अनुप्तरण करते पर हम कोटि 3 का सारणिक प्राप्त करते हैं, श्र्थात्‌ ऐसा सारणिक, जिसमें तीन पंक्तियाँ तथा 
तीन स्तम्भ हों | उदाहरणार्थ निम्नलिखित समीकरणों के निकाय पर विचार कीजिये-- 
ढाशन+ ०३४ +े गाव्नत्रि 
6५2 --०५५४ +- ०५४४८ ५ (2) 
टह#-->482/ +- 0882 ८ 0५ 
%, | तथा 8 के लिए हल करने पर हमें 


. 09॥(५02038--9239539) -- 02(68638--48422) | 03(02403--५0809॥) 

+. _ध्रा(78488-%०8०88) 7: %:(००३०४३-- ०३०32) न ०0(०0४०8४---५३५॥8) 

22 9(48% --48733) --02 (90898--07038) | 03(003427--%77428) 

>>0 (छ,8498--928%88) --०37(५8099-- 3499) +-क्या[विएणा-- व्फप्य) _ 

8, (62/638--00४५87) -- 0,(07732--47203) -+- 08(60002--08%॥) 
6]993839"--०३४५38)--748(090988--०/8688) -- 8 (07708-- ४३%) 

प्राप्त होता है यदि 

6॥4(038788--928539) -708(00938--08039) न-43(078028--008%59) (3) 


शून्य त हो। इस व्यंजक में ४, ४, ४ के हर को निम्नलिखित रूप में लिखते हैं। 


क्र 88 0३8 





जल 
ध््य्न्य 








का. ०908 ०३ ([ 4) 
| 43] ०38 2838 | 
तथा इसे कोटि 3 का सारणिक कहते हैं क्योंकि इसमें तीन पंक्तियाँ और तीन स्तम्भ हैं । 
यह देखने योग्य है कि व्यंजक (3) निम्न प्रकार भी लिखा जा सकता है । 
22 ८८ | 92]... 038 4३. 5533 
था जा ४9 । नव [ 8) 
88388. 932 683. 889 93॥.. 788 











इस प्रकार हमने कोटि 3 का सारणिक कोटि 2 के सारणिक केझूप में परिभाषित किया है। श्रतः 
का ०8. %98 


9. 628 428 का. 4, 


28 
४9 -५॥ 
छछठ2. 6838 कह. 0858 क्र. 488 





4. ०8 ५99. नथा 





ह8.. 6838... 6 88 


सतत [998 ६88 --/१३ 688) ०7६५३ (09 8०-48 4.) ०३ (८५ ०88 “ ०५७ 08) (0) 
उपयु कत रीति का अनुसरण करने पर इस प्रकार हम कोटि + के सारणिक को कोटि + के सारणिक के रूप में 
परिभाषित कर सकते हैं । सामान्यतः हम कोडि & के सारणिक को जहां & एक धना-तक पूर्णांक 23 है कोटि 
(४-- |) के सारणिक के रूप में परिभाषित कर सकते हैं । 
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(6) के दक्षिण पक्ष सें दिए व्यंजक को सारणिक 


| का व8 . ५88 


व 5898. 523 


कु 738. 933 

का प्रसार कहा जाता है। ध्यान दीजिये कि व्यंजक (6) में, कोष्ठक के पूर्व पद, जैसे ०0, छान तथा 6४ वामपक्ष 
के सारणिक के प्रथम पंक्ति के सदस्य हैं। हम कहते हैं कि प्रथम पंक्ति का उपयोग करते हुए सारणिक का 
प्रसार किया गया है। यह भी ध्यान देने योग्य है कि ०।, ०३ तथा 6; पदों को क्रमशः घन, ऋण तथा धन 
चिह्न के साथ निर्दिष्ट किया है अर्थात्‌ उन्हें घन चिह्न से आरम्म करके विकल्पतः धन तथा ऋण चिह्न के साथ 
निदिष्ट किया जाता है। वास्तव में, यदि इन पदों के पादकों (8705009॥8) का योग सम संझ्या हो तो हम 
धन चिह्न निर्दिष्ट करते हैं और यदि विषम संख्या हो तो हम ऋणं चिह्न निर्दिष्ट करते हैं | उदाहरणार्थ, 
यदि सारणिक का प्रसार प्रथम स्तंभ लेते हुए किया जाये तो ०, के साथ ऋण चिह्न और ०» के साथ धन 
चिह्न शयेगा । सारणिक को किसी विशेष पंक्ति या स्तंभ से प्रसारित करने का श्रर्थ, उसका मान निकालना 
है | सारणिक का प्रसार उसके किसी भी पंक्ति या स्तंभ से किया जा सकता है। यह ध्यान देने योग्य है कि 
हमें सारणिक का एक ही मान प्राप्त होता है| दूसरे शब्दों में सारणिक का मान निश्चित होता है | भ्रव 
जब हम किसी विशेष पंक्ति या स्तंभ को लेकर सारणिक का प्रसार करते हैं तो हम पंक्ति का स्तंभ या प्रथम 
प्रवयव उचित चिह्न के साथ लिखते हैं तथा जिस पंक्ति तथा स्तंभ में श्रवयव भ्राता है उस पंक्ति तथा स्तंभ 
को विलुप्त करने पर जो सारणिक प्राप्त होता है उस सारणिक से अभ्रवयव को गुणा कर देते हैं। इस विधि को 
उस समय तक दुहराते हैं जब तक पंक्ति या स्तंभ के सभी अवयव समाप्त नहीं हो जाते । इस प्रकार प्राप्त 
व्यंजज सारणिक का मान कहलाता है । 


इस अध्याय में हम उन सारणिकों का जिनकी कोटि 9 से अधिक नहीं होगी, अध्ययन करेंगे 
परल्तु ४रणिकों के जिन गुण धर्मों को हम यहाँ सिद्ध करेंगे, वे उचित संशोधन द्वारा, किसी भी कोटि के सार- 
णिक के लिए सत्य सिद्ध होंगे । 
हमने देखा है कि कोटि 2 की सारणिक 
| हा व] 
4५. 422 
का मान (&]। ०8-५७ ००) है | व्यवस्थित रूप में इस विधि को तीरों की सहायता से निम्न अकार से 
दर्शाया जा सकता है । 


का. 0६8 64 658 
हर है ५ 
कक म-+(6.4 9, 0-० 6 
४ ५ ( 7. 298 8 | ञभ) 
4] 29 छत 623 


उदाहरण । : निम्न सारणिक का मान निकालिये : 


2 7 | 
धर 


हल : उपयुक्त नियम से 
सारणिक ठैसन 39८8--9 » 6-5]8--2 «53 
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उदाहरण 2 : निम्न सारणिक का मान निकालिए 
शक श) थे | 
भले ल | 8. (&--! ) 

हल : पुनः उपयुक्त नियम से 
9--(४-) (४+)--2(/) 5२४१ -- -- 2४5० -- (४ +-) 
हमने देखा है कि . 
ह का 24. 05 
सारणिक #उक८ पड़ा. 448. 9593 
* 43]. 9832.. 538 





608. 533 


। कक. णु च्ज़ु 652 
632... 933 न 079 


छा. 933 ३22५ पक 955 
न्‍न 4) (928 908--99- 089) ५ - %8(क% 488-- ०88 459) -०३8 (०६ 8३-०५ ०5३) 
जनक] 488 938“ का 4३8 688 - ८4 92 983 
न--क्यव 628 0३ न 83 वढ़ा 688---608 6298 धढा 
तृतीय कोटि के सारिणक को हल करने की एक सुन्दर तथा सुगम युक्ति निम्नांकित है । इसको, हम 
इस प्रकार लिखते हैं : 








च्न्ध्ा 











है (7) 


है 
हक 
ष्टी 


ग् 
53. 4:३3 853 535 432 
के न ब 


और तब, मुख्य विकर्ण के समान्‍्तर विकर्णो के अनुगुणनफलों के योग में से बांये से दांये जाने वाले विकीर्णों के 
अनुगुणनफलों के योग को घटाते हैं । यहां पर, यह ध्यान देने योग्य है कि, इस प्रक्रिया को पूर्ण करने के लिए 
दो स्तम्भों की आ्रावृत्ति होती है। सावधानी : यह्‌ विधि कोटि £ या उससे अधिक कोटि वाले सारणियों के लिये 
उपयुक्त नहीं है । 

उदाहरण के लिए यदि हम सारणिक 








जीती 2 
ही और व कह (2--44-97)-- (843 +6 
80 ड़ 
2 3 हड हा 

ध् हु 


प्राप्त होता है । 
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(6) में दिया हुआ सारणिक # का प्रसार, प्रथम पंक्ति के प्रयोग से ज्ञात किया गया है | यह 
सत्यापित किया जा सकता है कि, पद्ी प्रसार किसी दूसरे पंक्ति या स्तम्भ के प्रयोग से भी मिलता है । उदाह- 
रणस्वरूप, 

डर  938 9.8 
6839 ०538 738 | 


का प्रसार, तृतीय स्तम्भ के प्रयोग से, करने पर हम देखते हैं कि, 


छत. 68 (58 । 





58 928 काय 97]9 * च्. 98 
थी सन 68 “788 - ०४8 











(८ 





५8],.. 532 634. ५8 भर. ५98 
न्नक (डा ६३8०-५६ (छा) + ४३४ (ा 4398 “7 4५ 453) न 5533 (बाप 4927 ०१2 ७५३) 
स्स्धाड वच१0व॥-7698 49 977७8 ०त 438 493 059 पश्ञ गी /38 4 697-743३ 09 - ४) 


जो प्रसार (6) के समान है, केवल पदों का विन्यास भिन्‍न है | 


यहाँ पर, यह ध्यान रखने योग्य है कि, प्रसार (5) ज्ञात करने के लिये पद ७. का ग्रुणा, प्रथम 
पंक्षित तथा स्तम्भ, जिसमें 6॥ भ्रवस्थित है, को विलुप्त करने पर प्राप्त, सारणिक से करते हैं । इसी प्रकार, 
पद 6७ को प्रथम पंक्ति तथा द्वितीय स्तम्भ को विलुप्त करने से प्राप्त सारणिक से गुणा करते हैं और इसी 
तरह अन्य पदों के लिये भी । पदों को विकल्पत: धन तथा ऋण चिन्ह के साथ लिखा जाता है। 


ग्रवयच ७, वाली पंक्ति तथा स्तम्भ को विलुप्त करते पर, जो सारणिक प्राप्त होता है, उसे ७। का 


उपसारणिक (४४४००) कहते हैं और उसे ४४, से प्रदर्शित करते हैं। इसी तरह, ४3३ का उपसारणिक 7, से 
प्रदर्शित किया जाता है झौर वह सिम्नांकित है, 


छा ४) 


ध्झ ४58. |, इत्यादि । 
जब, उपसारणिक ट,, जहाँ ४-०१, 2, 3 तथा #5-१, 2, 3 को (--)7” से गुणा किया जाता है तो, उसे 
४,, के सहखण्ड (००+४०८४००) कहते हैं तथा उसे 0,, से प्रदर्शित किया जाता है । 
इस प्रकार, 
0,,-- | चल ) 232 का] 
उदाहरणस्वरूप, तृतीय कोटि के सारणिक 


क ०522 623 


॥28 | ५ ण्इ 
८2.) हुआ 9 
8: 





0. 5 ( जाई ) मर [| « हो >० 








0७ ८ (--)/* ५, ८६-५३ ८८ इत्यादि 








प्राध्यूह (मैटिक्स) वां 


प्रसार (5) को निम्नांकित प्रकार से भी लिखा जा सकता है, 


छा वार. 678 | घब्यात की--०॥ पं. नै का पर ई 
6॥. 0६. ०५8 | 
है 
व. व. 0. नच्या जानीक एंए-ीग३ 0५8 (8) 


| 
के सभी विभिन्‍न अवयवों के सहखंडों को ज्ञात करो। 


जाओ 
0, 5८! का सहखण्ड--(--)//! का उपसारणिक. रो न्‍्त4 ] 
0,5८३ का सहुखण्ड-+(--])/7+ 8 का उपस्तारणिक कै नम-- (--2) न्‍|४ 


0,+(--2) का सहखष्ड ++(--)/(--2) का उपसारणिक+२-- ैश न -- (3) 55-०४ 



































0,,-54 का सहखण्ड > (--)”7* .4 का उपसारणिक - कत्ल 
। ] 92 3 
सारणिक | ---+ 3 6 |के सभी विभिन्‍न सहसखण्डों को ज्ञात करो | 
98 नये 9 
हम देखते हैं कि, े 
$ 06 | ++$ 6 |. ज>++$ . ७ 
0, कई थक ा कु 7 का 
7 9 |. 92 9 8 न 
9 8 | ] 38 ]. 43 
0७.७ -- ही 0,४5। प्क्रित्णा 
ने 9 9 “ला 
6.5. 2 39 न ] 38 हैः 8 | 
8 ++ 3 6 |, #ँ6-| 4 6 । झोर 0४न7 | _4 3 | 
: मान बताम्रो, 
8 8 7 
8 0 2' 
]3. 
(9) के प्रयोग से, हैं 
5 2 7 
0 29»: 8 9 9 0 
8 0 939 5 | --3 | +! । । 
हे ] 3 । 8 8 8 ] 
न्‍्नह (0)८3--99८)--2 (89८3--2 9८8) +-] (39(--0८8) 
सम+-]0--4-)- 3--7 
तथा (7), प्र्थात्‌ 


5 27| 5 2 
| | ५ ४ 
"| [५०४ 
3 0 2 3. 0 
/ ता 5 
/ 5 “ि ५ 
8 47 3 8 १] 


शैः श्ः हु 
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के प्रयोग से, सारणिक का मात ज्ञात करने पर, हम देखते हैं कि 


ह 28 बन5$ 2९0 9>८8--6 »< £ »*१)--2 ४८ 2 ५८ 8-- 
$3 0 9 99८3 ८ 3--] >< 3 ५< ].-] 9८0» 8 
8 4 '& 








ज+--]0--82--38 + 3 नह 
उदाड्रण 6 : मान बताओो, . 
कट 4 हट 














३ 8. 39 
४ 4.6 
हल : प्रथम पंक्ति के श्रवयवों के प्रयोग से सारणिक का विस्तार करने पर, हम देखते हैं कि, 
5] कु £ 84 
3. 38 $ ] $ 
8 8 ्छ ना४ | नी४ | 2. ६4 । 
9: 88 जहा हर [2 ७ ! 
रू८% (3 9<6--3 >८4)--४ (7 2८6--3 2८3) 4-5 (१ >८$--४ 2९ 8) 
तिम्नलिखित रेखिक समीकरणों पर विचार करें 
गण धनी पथ सगे . (१) 
69४-- ४,४ +- ९५४ नर ५, (१0) 
| 45%--१५५ -- ०६४ 6४३ .. [(॥) 
(70) तथा (9) को क्रमशः 6 तथा ७ से गुणा करके एक दूसरे से घटाने पर हम देखते हैं कि, 
(०८०- ००) धन (॥५-- ९४०) 955 (०.५, -- 7५०३) (१2) 
इसी प्रकार, (40) तथा (7!) से | 
(०५०५--५४०) न (0०३ -- 2३%) ४ स+ (4,0०,-- 2०५) (48) 


(१2) तथा (!3) से, 
नमन 4,0,0 -- 4५0४० +- 4५000 “4३0४0 --7५90809-- (03% (34) 
600 + ५५0० |: ५896 -- 45090 -- 6५003 -- ००४५५ 
__ 6,4,03--6५4५०--०३१,०३--४०३०- 6॥०408-- ०५९५९ 
4,0,५ +- ८६५४० नै-०६०५-- ५8740 --" 0०8 ०-० ०८०३५ 
» तथा ४ के इन' मानों को (9) में रखने पर, 
मर गुण,ग न 203, ++ ०320, --०39६, -- ०५५ --- ५६९३५ (36) 
०१५ -- १४१४० +ै-००५-- ०४१४० -- ०५003-- 00३०५ 
जहाँ ४, ५ तथा » के हर शून्य नहीं है । 
समीकरण (74), (१6) तथा (0) को ध्यानपूर्वक देखने पर, हम निम्नांकित तथ्य प्राप्त करते हैं : 
(०) सबके हर एक ही हैं और उनमें निकाय (9)--(!!) की अज्ञात राशियों के केवल ग़रुर्णांक हैं। 
(6) झंश भौर हर में भ्रत्तर केवल ४ [ (9)-- ([) समीकरण निकाय की भ्रचर संख्या] के स्थान पर 
अच्तर होता है, जो », ५४ तथा ४ के मानों के अनुसार ०, # या ० की जगह प्रतिस्थापित होता है। 
(०) समीकरण (4) के भ्रंश का व्यंजक, निम्नांकित सारणिक 








रे 6, छ् 
90,७४४ ५ | का प्रसार है, 
6५ 8५ ०३ 
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(78) तथा (6) में यह क्रमशः 











प्‌ ] ० 
70,5-| ०५ ०५ ०३ 
98 6५ ०3 
2 9, 6 
तथा कस ०. ०. ०, | का प्रसार है। 
| ब्ब. 0४. 4५ 
(34), (१5) तथा (6) के हरों के सभी व्यंजक, सारणिक 
05 2] || 
0-|[ ० ४ ५ | के प्रसार हैं। 
6३ 0; ०3 








इसलिए, (9) से (7) तक के रेखिक समीकरण निकाय का हल निम्नांकित प्रकार से दिया 
जाता है, ॥ 


नन्हे ४््फुँ तथा श्त्लन्ट (१7) 

युगपत रेखिक समीकरणों के हल करने की इस विधि को क़ैमर-नियम (0४७7०९४ ६ ॥रेणा०) कहते 
हैं । हमने तींन समीकरणों के निकाय के लिये इसे पहले ही समभा दिया है। किन्‍्हीं भी सीमित क्रमों के 
समीकरणों के हल के लिये इसी प्रकार के नियम्‌ को प्रयुक्‍त किया जा सकता है । 

उपयु क्‍त निकाय, (9) - (!) में यदि 

4,--०,७-०, --0 तथा 70-£0 हों तो समीकरणों के निकाय का हल केवल तुच्छ हल श्ल्‍्ू३ ८८ 
2स्ू0 होगा । हे 

यह भी ध्यान रखें कि, यदि रैखिक समीकरण निकाय के गरुणांक्रों का सारणिक शून्य के बराबर हो 
तो क्रैमर-नियम प्रयुक्त नहीं होता है (क्यों) ? 

यदि निकाय, (9)--(7), में 0-50 परन्तु 0; कम से कम एक £57], 2, 3 के लिए शून्य नहीं 
है तो निकाय का कोई भी हल नहीं होगा । 
उदाहरण 7 : समीकरण-निकाय को हल करो 


$.02---48 नस ये 
20-- पर ल्‍्ड ठ 
हल: क्रेमर-नियम से, 
] --4 
8 हर _-ा+]2 __ 8 
ध्थ् । . आय 77 
“व । 
तथा 
3 १7]] 
2 3 | _ कटी 7 
कल न जा 5 ढ़ 


2 न 
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उदाहरण 8 : समीकरण-निकाय को हल करो-- 
88--४--४४८४४ 
988-|- 88 -- 5४--2 
8/-- 20 | 6&-- >>] 






























































हल : क्रमर-नियम से 
5 ->-] 4] ह 5 4 58 जन्‍व ह 
92 8 5 9 9 8 | 3 » | 
5-7 “2 0। 6 -] 6 _[858 -2 -!| 
माह जओाडबडदाएएहकसखाबडा! हु आय कक 
2 98 8 /' 8 8 9 ६] 5 
6 --9 6 5 +-2 6 8 --३ 6 
परन्तु, 
5 -] 4 । 8 86 बज -7 4 
2, 8 8 चने 2, --8 
8 «2 0 नज्2ि 8 2 6 3 86 
स्ू5 (8--0) --2 (--0--8) 4-8 (--8-- 2) 
सू२40--.4-88 « 5], 
5 +-] 4 | 8 हैं कक 9 5 9 $ 
तथा | 2 3 है कस +] +4 
नन्7 09 0४६ ज्2 8 जव] 6 नये अचटे 
 #58 (]8--0)--7 (2--8) +4 (---+-9) 
२+०१40 -- 7 -.. 4८- 58 
इसलिये, अर 
इसी तरह ड्स्थ 
तथा लय - 2 
उदाहरण 9 : हल करो-- 
272-- 8॥/ ६0 
दरक--0॥/ 5८0 
हल : हम देखते हैं कि, 
9 3 
70+-- 9 __9 ६ -9%0 
परन्तु, 
0 $ | 8 0._ 
0, 0- 3-8 वा 2०0 [0 


इसलिये, ४--50--७ । झतः निकाय का हल, तुच्छ हल, ४<-८ ४5-0० है । 
उदाहरण 0 : हल करो 
४-->३--तै2न0 
#8--- 0॥-- 38 नस ++ # 
ह४-- 02४ -ै- 38-59 
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हल: चूंकि 
] 8 ननछ +3 ] 38 ] $ 
05<--[ 56 >> >> व । ये 0 हि 
6 +>+४ 8 3 $ 3 3 >-+3 -+-) 
तथा 
6 ॥६ है 
70, ++-$  >+४छी -+$ [ज+-१2-50 
8 +3३ हि] 








इसलिए क्र मर-नियम के बाद दी गयी टिप्पणी के अनुसार इस निकाय का कोई हल नहीं है । 

यह ध्यान रखने योग्य बात है कि यदि 72-०0 हो तो यह आवश्यक नहीं कि इस प्रकार के निकाय 
का कोई हल ने हो । वास्तविकता में ऐसा हो सकता है कि इस प्रकार के निकाय के अनन्त हल हों जैसा कि 
तीचे दिखाया गया है । 


उदाहरण !4 : हल करो 


90-- / |+ ४४४४ 
»-ै- 89/--2४०-2] 
3%४-+- 29 +- 827-6 
हल: उपयुक्त निकाय के गुणांकों का सारणिक निम्न होगा। 
4 जे १ $ नं १ 
फैज्ज वि 8 2 न्0 तथा, 025८5 2 8 2 ४5६०0 
3 2 8 [76 28 3 














इन तथ्यों के श्राधार पर यह निष्कर्ष नहीं निकाला जा सकता कि इस निकाय का कोई हल नहां 
है । इसलिए हम इसकी और जाँच करेंगे । 
४ को विलुप्त करने के लिए हम दूसरे समीकरण को क्रमश: 2 तथा 3 से गुणा करते हैं। तदुपरान्त 
समीकरण एक तथा समीकरण तीन से घटाने पर हमें निम्नलिखित तीन समीकरण प्राप्त होते हैं । 
--78--982ल्‍5--20 
++79--388४-८5--20 
४--39 +- 225: --20 
चुकि दो समीकरण समान हैं, अतः हमें केवल 
, #-39 +- 22 552 ४ -+- ४9 ++ )2 -- 22 
“49० 32४55 --20 या 79--+20-- 32 
समीकरणों को हल करने की आवश्यकता है। 
इन समीकरणों का हल तभी प्राप्त किया जा सकता है जबकि हम ४ का कोई भी मात निर्धारित 
करें | हम » तथा ४ का तिम्त मान निकालते हैं। . 
क्र ४ न्न्व्ताः ८४ तथा #--]2--2४--39 या कलन पता 
यदि हम » तथा 89 के इन मानों को उपयुक्त समीकरणों में प्रतिस्थापित करें तथा 2 को कोई भी' 
मात दें तो इनके ये मान उपयुक्त समीकरणों को संतुष्ट करेंगे । 
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उदाहरण के लिए ४६६०, ४ज८2, #न८0 तथा ४८ -+ह5ैं, सनी, 97२४ उपयुक्त समीकरणों के 
विशिष्ट हल हैं । 
6.2 सारणिक्षों के गुण-धर्म (?7०फुष्कहांड री 00४९०४:४४७7४8) 

इस परिच्छेद में, हम सारणिकों के कुछ महत्त्वपूर्ण गुण धर्मों का उल्लेख तथा प्रतिपादन करेंगे । थे 


गुण-धर्म सारणिकों के मात: निकालने में सहायक सिद्ध होंगे। इनको हम कोटि ४ के सारणिकों के लिये सिद्ध 
करेंगे, परन्तु यह किसी भी कोटि के सारणिकों के लिए सत्य होंगे । 


प्रमेय 6,2.7 : यदि किसी सारणिक की पंक्तियों को स्तंभों में तथा स्तंगों को पंक्तियों में परिवर्तित किया जाय 
तो सारणिक का मान गअ्परिवर्तित रहता है । 


! ढ्‌ 68 ०8 
उपपत्ति : माना अ#ैल+। 0 0५ 6 
७ ण्व् 0३ 








तब, 
जनक (0%५-0४%) -7५५ (0५--०४०) 448 (9,०--४,० ) 

यदि, पंक्तियों को स्तम्मों में परिवर्तित करने पर » से. प्राप्त सारणिक को ४” से प्रदर्शित किया 
जाय तो सारणिक का प्रसार प्रथम स्तम्भ से ज्ञात करने पर, 
ढ्णक 
44 09 ५ 
0. 03. ०8 
अतः, < स्+ 


कै पे 








नतगा (0७--१४५)--० (2/0-- ४४५) +- ०७ (0०,--०४०,) 


प्रप्लेय 6.2,2 : किसी सारणिक के, दो संलग्न पंक्तियों या स्तम्भों का विनिमय करने पर सारणिक का चिन्ह 














परिवर्तित हो जाता है । 
का 45 98 
उपपत्ति : माना, का शि ० ४४ 
#्‌ 0 ६ 
6 48. 958 
तब, [0 0७ ० [० (090--0५)--०५ (90,0--93०) +-५% (9०५४--४४० ) 
60 ० 0०७५ 
माना, पहली भर दूसरी पंक्तियों के विनिमय से सारणिक “ प्राप्त होता है। तब, 
१ 9 08 | 
सनक ०६. 4३ सती (काक--०३०)- (00-८०) नै (0-८ ०५०५) 
| ० ०५ 08 





उपरोक्त समीकरण के दायें पक्ष में, पदों का पुतविन्यास करने ५९ हम देखते हैं कि, 
मै क्ि--० (00-0०) -|-०५ (00--980 )-५ (0,0३-- 2०५) 
श्र्थात्‌ 
औ-- -- 4 
प्रमेथ 6.2. : यदि, किसो सारणिक की दो पंक्तियाँ या स्तम्भ समरूप हों तो उस सारणिक का मान थुल्य 


होता है । 
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उपपत्ति : माना, सारणिक की दूसरी तथा तीसरी पंक्तियाँ समरूप हैं । अर्थात्‌, माना 





का // छत 
2 म+। 49 9, ढ्छ 
चर ०; ण्ड 





माना, द्वितीय तथा तृतीय पंक्तियों के विनिमय से प्राप्त, सारणिक * है। तब, सारणिक मान 
स्वतः अपरिवर्तित रहता है, परल्तु प्रमेय 6.2.3 से इसका मान --# है । भर्थात्‌ (55-2४ 

ब्रत: 0-८ +-- 4 या 28 5--:0 

इसलिये, 0-+0 


प्रमेय 6,2,£ : यदि, एक सारणिक की एक पंक्ति या स्तम्भ के प्रत्येक अवयव को एक ही गुणनखण्ड से गुणा 
किया गया हो, तो सारणिक, उस गुणनखण्ड से गुणा किया हुआ होता है । 











उपपत्ति : माना, 
फ्छ्‌ छ | 
०-८ पफ्यु 0५ हट] 
838... - ४8 ०3 
और # के प्रथम स्तम्भ के भ्रवयवों को अ्चर संख्या & से गुणा करने पर प्राप्त सारणिक */ है। 
दवा छः ] 
तब, 2 नर | 4०५ 5 ०५ 
#63 88 छ्ड 





&/ का प्रथम स्तम्भ से प्रसार करते पर, 


























02.2] 9५ 62 8 व 5 ७ श्र पर 
बज श्प | ०३ ८8 ! ६ ०५ 08 50% | ०; ण्ड 

चन*काथर- 4०903 न: 555०9, (8) से 

न्त्त्की (कथा नै 926५ न: 4६०5) 

क्रय फ्क 

प्रमेय 6.2.6 : सिद्ध करो कि 

बारनाणा 9 भथ॒ छा श्‌ ब्ण््कप 
णुन-०४ 2 % ि| ५ 2 % +|० 0 ०५% 
बडनै०8 08. % 68. 088 ०६ ०३ 08. 5 





उपपत्ति : वाम पक्ष से सारणिक का प्रथम स्तम्भ से प्रसार करने पर, हम देखते हैं कि, 

















ग्नैण्प पि ५4 90, ७ । 6; ५ 9, ०५ । 
ब्रन-ण 9 %च्व्मकपण)।. +- (०॥+- ०७) न (०७+-०७) 
व नजं०३ 28. ०३ ०. 5 | ०. ० 9... ०५ 








जा ( काने ०) न (०५-- ०५) 03+- (०४-+- ०३) 6; 
ज| (०0; + काए्थन-५३0४) + (प्यणि।-+- 'वएंड + ०४०४) 


थ गि ग। गगिकयक 
च्न 44 . 0॥ ५ (५०% 0 ० 
48. 08. ०५ पड 0 08 














प्रभेण 6.2,6 : यदि, सारणिक की एक पंकित के प्रत्येक श्रवयव में, एक या अधिक पंक्तियों के तदनुरूपी क्‍्रवयवों 
के सम अ्रपवत्यं जोड़े या घठाये जायें, तो सारणिक प्रपरिवर्तित रहता है। - 
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छा 9 2 

कु. 09. 0५ 

३... 083 55 

और सारणिक ४ की प्रथम पंकित के अ्रवयवों में, द्वितीय पंक्ति के तदनुरूपी श्रवयवों का # गुना, जोड़ने से तथा 
तृतीय पंक्ति के तदनुरूपी ग्रवयवों का 0 गुना घटाने से प्राप्त सारणिक ४* है तब, 


उपपत्ति : माना, 2 झू॑| 





















































करनी 20- ० नी20/740॥.... धरने 2५-०० ९७ 
कक 4] 0५ 2 ४ 
| 48 65 ८३ 
कप भर कब--463.... #0४-908.... #७.__ --9० 
नाव 8 ५ कक 9; ९० 
48 08. 5६ 65 8६ ८ | 
(प्रमेय 0.2.5 से) 
(ब्रण्थ | 204. 20, 06 “94  - 7५08  --५% 
नाक 0 % मे 49. 0; ५ न: 6, 9 ०३ 
68 08 0 | (4६ 08. ०5% 68 98 ०३ 
(प्रमेय 6.2,8 से) 
ब् णगपक व. 0 ५ ०३ 05. ०५६ 
सनक 0 %५िशफका 0 ५-४१ % 0. ५ 
१३. ० ५४ ] ५ की] 
[का कप 
सन 0. 0. ७ [स-0, (प्रमेय 6.2.4 से) 
93, 03... 08 








क्योंकि अन्तिम दो सारणिकों का मान, प्रमेय 6.2.8 से, शून्य है। 
उदाहरण ६ : मान बत्ताओ,' 

















49 ॥4 6 
28 7 4 
74 3 &$ 
हल: उपरोक्त सारणिक, निम्नांकित प्रकार से लिखा जा सकता है: 
76 4 6 6 47 6, 
प्‌५४4 7 4 (4 7 4 | (प्रमेय 6.2.4 से) 
7५2 8.2 9 8 3 
सा,05-5० 


प्रमेय 6.2.3 से (प्रथम तथा तृतीय स्तम्भ समरूषी हैं) 
उदाहरण 2 : मात बताओों 


6 -- 9-6. 6-- ६ 
0--० हक 4-० 
6--6& ६-- 9-- 6 








हल : प्रथम स्तम्म में, द्वितीय तथा तृतीय स्तम्भों को जोड़ने पर, हम देखते हैं कि, दिया हुआ सारणिक 
0 8--6 6--6 
0 6-0 &-- ९ 
0 &---ऐ 9---6 


सत0 (प्रमेय 6.2.3 से) 








सारणिक तथा आव्यूह (मैटिक्स) 


उदाहरण 3 : यदि », ४, ४ एक दूसरे से भिन्‍न हों, और 

४ को १--४) 

४  7+ 8४ 

2. # बटर 
3 -- ४३४ व+ 

हम देखते हैं कि, 


थी व #+0 तो दिखायें कि, 








हल : 
का १-78 हू 
४ थक +# [जप करी | 
2 27 १-८ ढक 7 
9. ४१ [] क# है 
| 282 4 ५४ 


के कई क्र फ् 


+|[9५/४ ४ 


दे 
रे ट्व 
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ग्रे 
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प्र 








प्छ 
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शी 
4१ 
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र्टि 


| आर री 





(3--2४8४४) 


््ची 


(व्यों ?) - 
कक 4. की 
(नर 
४. 6 इ् श्मी 
)+०/(४-०) 
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परल्तु, रे 














] 
7 9४ ४ 
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सन 9४ (४--५ मा 
म्स्स (४-9) ((-- ) (& 
अतः 4-5 (3 --202) (४-9) (#--४) (2-४) 
परन्तु, ४&#:9:7£2, जिससे (४-9) (४--४) ( 
इसलिये, -- ०५४४-८0, 


) 


ड | प्रश्नावली 6.] 


8, निम्नांकित सारणिकों का मान वताओं : 
न, 3 
(४) | 4. --9 | ैं 
008 8 7 0 
87 6 ०08 6 | 


(७--&_-3) प्र । 
(४-3) 














(४४) 
(०) 
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॥] 3 
के 
3 


(प्रमेय 0.2.8 से) 
4 





(प्रमेय 0.2.4 के तीन बार प्रयोग करने पर) 


(प्रमेय 6.2.2 के दो बार प्रयोग करने से) 
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2. निम्नांकित सारणिकों की ट्वितीय पंक्ति के प्रत्येक श्रवयव के उपसारणिक तथा सहखंड 
ज्ञात करो । इन सहखण्डों के प्रयोग से अ्रथवा सारणिकों के गुणधर्मो का प्रयोग कर 


इनका मान बताओ ? 








3 00: 
) |0व7 0, 
0 07 
व & 86 ' 
(8४) |7॥ 8. €७ हे 
6 ७४ 
शः नने क्र 
(९) ४ छः नओे 
कट हा] है] 





(क) 76 86. 88 
;78 28 40 








नै 


38 40. 858 


! 





के कब ७3 
कनन से कत 
दाड़े किन एड 


॥ 6 79--6 | 
89 हक । 
] 6 6६--० | 


' (७) 


भर 





3. सारणिकों के प्रयोग से, निम्नांकित समीकरण निकाय को हल करो : 


[ ॥ ) 8४--49/ «3. 
28 -- 729४ --3 


(४8) 6--8- 38८४ 


&8--98॥--225->४ 
2७--॥+ 4४८8 
(०) ४+४-४चक्ा--2 


228--7५--42 | 3 


(४) 2॥/-882550 
%]ै- 8॥/ हू ++ 4 
87--४॥ ८) 

(7४) 88-48 --४सनस/ 
0९ + 09 4- 88-- 
99 --99 -+ 58 #२0 

(७) ४+-४--१४5-0 

“- 3४8 - ४ +-28 5८0 
»-- ४४ --2४5-50 


दिखाओ कि समीकरणों 

20-- पछुल+ 0 

2+ ((-- «र८ 0 

के निकाय का एक अतुच्छ हल है। सिद्ध करो कि तीमे पज्ञात राशि वाले दो समी- 
करणों के निकाय का एक श्रतुच्छ हल होता है। क्‍या श्राप इस परिणाम की और 
अधिक व्यापक रूप में व्याख्या कर सकते हैं । 
तीन संख्याओों का योग 20 है। यदि, हम पहली संख्या को 2 से गुणा करके दूसरी 
संख्या में जोड़े और फ़िर इसमें से तीसरी संख्या को घटायें तो 28 बचता है । दूसरी 
तथा तीसरी संख्याश्रों में पहली संख्या का तीन गुना जोड़ने पर $6 प्राप्त होता है । 
संख्यायें ज्ञात करो | 
8 किलोग्राम गेहूँ, 2 किलोग्राम चावल तथा 5 किलो ग्राम चीनी का मूल्य 28 रुपये हैं। 
& किलोग्राम ग्रेहं, 4 किलोग्राम चावल वथा 2 किलोग्राम चीनी का मूल्य 9 रुपये 
है । 9 किलोग्राम गेहू', 2 किलोग्राम चावल तथा 4 किलोग्राम चीनी का मूल्य 3 रुपये 
हैं। प्रत्येक वस्तु का प्रतिकिलो मुल्य ज्ञात करो । 
किसी निभुज का परिमाप 46 से० मी० है। उसकी सबसे बड़ी भुजा, सबसे छोटी 
भुजा से 8 से० मी० बड़ी है तथा उतका योग, तीसरी भुजा से द्ुगुने के बराबर है। 
त्रिभुज की तीनों भुजाओों को ज्ञात करो | 


प्ारणिक तथा आव्यूह (मैटिक्स) हा 


8. समीकरण /(४) उ८०४ -- 2४--० से परिभाषित, एक द्विघाती फलन ज्ञात करो यदि 
/ (0)७6, / (2) ७ ॥! तथा / (--3)ल्‍-0 है। 


6.3 ध्राव्यूह्‌ (रै&४मपं०६5) 

भ्रब तक, हमने 22<2 कोटि के आ्राव्यूह तथा उनके बीजीय गुणों का अध्ययन किया है | इस भ्रध्याय 
में, हम 32८8 कोटि के आव्यूहों का अध्ययन करेंगे तथा उनके कुछ अनुप्रयोगों पर विचार करेंगे । इसके लिए 
हम आव्यूहों के आगामी अध्ययन में काम आने वाली, आव्यूहों की कुछ परिभाषाओं तथा उनके गुणों को 
स्मरण करायेंगे । 


परिभाषा 6.3.] : (वास्तविक या समिश्र) संख्याश्रों या फलनों की श्रायताकार सारणी को शझ्ााग्यूह 
(४४४४५) कहते हैं, जैसे 


व %. 4-$&  ] 
५ 87 । 

(०) [ तय ] ही 608 ८३8 

हि + अ-68.. 9 


]--$ 28 -+-7 
४ -- 2 शा ४ 
(०) | 7०ट2४ गा 
] --» 


्राव्यूह (७) एक वास्तविक संख्याञ्रों की आयताकार सारणी, (४) समिश्र संख्याओं की श्रायताकार 
सारणी तथा (०) फलनों की श्रायताकार सारणी है । 

ध्यान दें कि एक आव्यूह में, केवल संख्याश्रों या फलनों का श्रायताकार रूप में प्रविष्टि होती है । 
यह सारणिकों की तरह केवल एक संख्या नहीं हीती है । . 


प्राव्यूह, 
80 6,» ५००१५ 
2,८८६ नत्| फ्छ 999, » » ०2७ 
8 ,,7 62. « "०, 


/8 2( ४» कोटि का आव्यूह कहलाता है तथा इसे *.,,, लिखते हैं। ॥ »८ » का पहला श्रक्षर, आव्यूह 
ै की पंक्तियों की संख्या तथा दूसरा अक्षर, उसके स्तम्भों की संख्या निरूपित करता है। 

यदि %+>% तो आव्यूह #, कोटि % का वर्ग श्राव्यूह ($वण्छ/& ज७०८ड) कहलाता है। जब 
कोई द्विविधा की संभावना न हो तो इसको साधारणतया कोदि » का आव्यूह कहते हैं। ' 

संख्यायें या फलन' 6६, आव्यूह # के भ्रवयव (९ं०४०४६७) या प्रविष्टि कहलाते हैं। प्रत्येक अ्वयव 
के द्विपादांक, व्यूह में श्रवयवों की स्थिति अ्रनिर्धारित करते हैं । पहले पादांक से पंक्ति तथा दूसरे पादांक से 
स्तम्भ का निर्धारण होता है। उदाहरणस्वरूप, ०३ पहली पंक्ति तथा तीसरे स्तम्म का अव॒ुयव है | ४४ 2८ । 
कोटि के भ्राव्यूहू को स्तम्भ झाव्यूह (००प्रःफ॥ खबशानंड) या स्तम्भ सदिश (०ण००७ा७ ४९०६०४) कहते हैं । 
जबकि 4 2९ # कोटि का आराव्यूह, पंक्षित श्राव्यूह (औ#०७ स्णथ४एंड) या पंक्षित सदिश (ए०छ ४००६०) 
कहलाता है । 

आव्यूह को प्रदर्शित करने के लिए बहुत से संकेत हैं परन्तु | # | , (१), [5] संकेत साधारणतया 
प्रयोग में लाये जाते हैं। हम, यहाँ पर आव्यूह & को प्रदर्शित करने के लिये (४) संकेत का प्रयोग करेंगे । 
कभी-कभी ग्राध्यूहू & को (6,,) से प्रदर्शित किया जाता है, जहाँ 6; आव्यूह के अवयवों को प्रदर्शित करता है। 


88 गणित 


6.4. आव्यूह के प्रकार (75फ९ड ० फिक्वपपे०2४) 


परिभाषा 6.4.4 : यदि, किसी आव्यूह के सभी भ्रवयव शून्य हों तो उसको शून्य आ्ाव्यूहू (2७6०० फॉंब्रधपंड) 
कहते हैं । इसको 0 ये प्रदर्शित किया जाता है। इस प्रकार, 


00 0 0 

0 रे 
0), | 0 0 0ी॥, 0 ै॥, 0 0)- 
(0) 0 6 (0९0) (६) (० ०0) 
विभिन्‍न कोटि के शून्य शभाव्यूह हैं । 


परिभाषा 0.4.2 : यदि, किसी वर्ग श्राग्यूह के मुख्य विकर्ण के सभी अ्रवयव । हों तथा अन्यत्र सभी अ्रवयव 
शृन्य हों वो, उसको एकांक ग्राव्यूहू (07४ 'धड/४ंड) या तत्समक श्राव्यूहू (९६9 फिब्धएवंड) 
कहते हैं । इसको 7 से प्रदर्शित किया जाता है । इस प्रकार, 


300 
] 0 
(१), | ) 0१7१70 
रा 0 0 १4॥ 
सभी तत्समक आव्यूह हैं । उनकी कोटि क्रमशः 3, 2 तथा 3 है । 


6.5, पारणिकों पर संक्रियाएँ (090एन४४०छ७ ०० ८४०९४) 


पिछली कक्षात्रों में कोटि-2 के सारणिकों के योग तथा गुणन की संक्रियाएँ परिभाषित की गई हैं । 
इस अध्याय में हम उन परिभाषाओ्रों का पुनवेलोकन करेंगे जो किसी भी कोटि के आ्राव्यूहों के "लिए सत्य हैं। 
परन्तु हम उन आव्यूहों का ही श्रध्ययन करेंगे जिनमें स्तम्भों तथा पंक्तियों की संख्या तीन से अधिक न हो । 


परिभाषा 6.5. : दो आव्यूह 4 तथा 9 बराबर होंगे यदि और केवल यदि उनमें पंक्तियों तथा स्तम्भों की 
संख्या बराबर हो और एक की प्रत्येक प्रविष्टि दूसरे के तदनुरूपी प्रविष्टि के बराबर हो । श्रर्थात्‌ 
यदि और केवल यदि £ तथा $ के प्रत्येक मान के लिये ४(,-६९॥ | 


] 
उदाहरण ! : आव्यूह ( >> ] तथा ( ) बराबर हैं यदि श्र केवल यदि »«-7 तथा ४५२४ । 
४ 


परिभाषा 6.5.2 : (झ्राग्यूहों का योग ) : यदि, & तथा 5 एक ही कोटि के दो आ्ाग्यूह हों तो & तथा # का 
योग &-- 8 से प्रदर्शित होता है भर 4 तथा 8 की ४४ वें प्रविष्टियों को जोड़ने से प्राप्त होता 
है। अर्थात्‌ यदि ह5 (७५), 35+(9,,) तथा 055(०,) तो 


4--2>-0, जहाँ पर 0५,-००,,+-९;;, £ तथा / के समीकरणों के लिए 
इस प्रकार यदि, 


9. लो 3 डे की ली 
करन 0. 8 2 ) वा हर्त्न्‌ १58 :॥ ) 


4नफर्न्नू 0। (-7)+8 पा आर (( 2 १ ) 


0--] 3--+ प $ 
भिन्‍न कोटि के भ्राव्यूहों के लिए ग्राव्यूह-योग परिभाधित नहीं है। उदाहरणस्वरूप, ग्राव्यूह (0) तथा 
(३ 4) को नहीं जोड़ा जा सकता । 


तब, 
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प्रभेय 6.6.7 : क्रम विनिमेय तथा साहचरय दोनों नियम आव्यूह योग के लिए सत्य हैं। अर्थात्‌, यदि 4, 
तथा ० एक ही कोटि के तीन आव्यूह हों तो, 
() 4--8-:8-/-3.. (क्रम विनिमेय गुण) 
तथा 
(8) ४+ (8 +4-0)%(0+-9)+0. (साहचर्य गुण) 
बः्3--3--0 
उपपत्ति : (४) मात्रा, &7-(०/), 57 (90), 05-(५०) 
तब, परिभाषा 6.8.2 से, 
2र्न- छ-- (८५,) न (0,) डक (०८, 9,,) 
तथा 8+%75(४,) 4 (6) २ (0५-९५) 
परन्तु, 6, -|-/,,55९॥ + ४५ (सेंख्याओं के योग के क्रम विनिमेय नियम से) 
ग्रत:, औैन-डिल्न3-+- ४ 
(४) न (3 + ९) २ (०,,)) न [0 ५) 
तथा (2 4-38) +- ९८६ (७-४६) न (०) 
मंख्याओं के योग के सहचर्य के नियम से (७६-९४) 4-% ४-०४ + (१४ -- ०१४) अतः (& 48) 
0०% +- (2-0) 


उदाहरण 2 : महेश के पास क़मशः /, 8 तथा ( स्थानों पर तीन कपड़ा मिले हैं। प्रत्येक मिल ], 2 तथा 8 
ग्रंकित तीन मूल्यों में लड़के तथा लड़कियों के लिए बल्च्रों का उत्पादन करती है। प्रत्येक मिल में 
उत्पादित मात्राओ्ं को आव्यूहों के रूप में ढिया गया है । 


“&' प्र मिल (8 पर मिल ((! पर मिल 

3। 2 8४ 3 9 है 2 ७ 

लड़के ए8 70 72 80. 84. 72 28 88. 40 
लड़कियां 60. 65 40 ] ॥ 65 69 8+ ] | 80. 22 36 ] 

लड़कों तथा लड़कियों के लिये प्रत्येक प्रकार के वस्त्रों का सम्पूर्ण उत्पादन ज्ञात करो । 
हल : इस प्रइन' का उत्तर, तीनों श्राव्यूहों का योग करने पर प्राप्त होगा। प्र्थात्‌ 


पढ़ 0 ॥2 80. 84 १2 28 88 40 
(60 8 40)+ हा 69 84) है हु 98 80) 
सर्वप्रथम, पहले दो श्राव्यूहों का योग करने पर, हम देखते हैं कि, 
76 --४0. 704 84 72 +- 78 शा 25 858. 40 
60-68  68---69 40 -- 84 30 22 96 
अब, उपरोकत दोनों आव्यूहों का योग करने पर, 
प5-- 80 +- 25 70 -- 84 -- 85 72-- १2-- 40 
60-- 05 -- 30 658-[- 69 -- 22 40 -|- 54 -- 86 
या 80 489 384: 
(0 96. 30॥ "77 (मान लिया) 
इसलिए, लड़के तथा लड़कियों के लिए प्रत्येक प्रकार के बस्त्रों का सम्पूर्ण उत्पादन ?? है । 


परिभाषा 0.5.3 ; यदि, & एक दी हुई संख्या है और --(०;,),,७ आंव्यूह हो तो, 
82 (6 ,,) 


गे 
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प्र्थात्‌, यदि किसी आाव्यूहु को किसी संख्या से गुणा किया जाता है तो उसकी सभी प्रविष्टियां उसी 
संख्या से गुणित होती हैं। उदाहरणस्वरूप, 


डे नं 8 6 +>-३ 9 
3 | 4 ] 2 ज्+ 32 8 6 
0 8. +>+7 0 5 ->27 


इसके परिणामस्वरूप, हम निम्नांकित बण्टन नियम प्राप्त करते हैं, जिसका सत्यापन पाठकगण स्वयं 
कर सकते हैं । 


प्रमेय 8.6,2 ; यदि & तथा ४ समान कोटि के दो झआाव्यूह्‌ तथा &, % दी हुयी संख्यायें हों तो, 
(&+|-%) 4८5४४ - ४४५ 
तथा, 8 (&--8) #ूै न कि 
दो आआव्यूहों का अन्तर, योग के रूप में, उपर्युक्त तरीके से ही परिभाषित होता है । 
उद्दाहरण 3 : एक खुदरे ऊन धिक्रय केन्द्र में तीन प्रकार के ऊन हैं : साधारण, उत्तम और सर्वोत्तम । ये ऊन 


पीले, हरे तथा लाल तीन रंगों में हैं। उस बिक्री केन्द्र की साप्ताहिक बिक्री श्रान्यूहों के रूप में 
तिम्न तरह दी गयी है, 


पीला 


हरा लाल 
( के ९५ 0.५ ५ साधारण 
श्न्न है 2; 2,५ 38 )] उत्तम 
कर 32 9५ / सर्वोत्तम 


जहाँ पर, उदाहरणस्वरूप, 7.५, एक सप्ताह में बेचे गये सर्वोत्तम पीले ऊन के किलोग्रामों की संख्या 
प्रदशित करती है। 


माना, सप्ताह के प्रारम्भ में विक्रय केन्द्र-ल्नालिका निम्न प्रकार से दी गयी है, 


पीला हरा लाल 

(० 6]8 <-) साधारण 
(८ ०॥7 922 493 | उत्तम 

237 632 453/ सर्वोत्तम 


सप्ताह के अन्त में तालिका ज्ञात करो । 


हल: स्पष्ठतया, हमें आाव्यूहों ७ तथा 9 का अन्तर ज्ञात करना है। परन्तु, 
(० ५8 ४] (१ रि् 9५ 
0--+ि >+| 4५9 ५99 ०] क्र 5५ 2] 
68 38 5] ड ५ 23५ 
काना 68-- ३ 6/8--7+48 
सम क्राणाएश 922-728 698 “928 ) 
पकन ऐड 638-- ९53 453 -- ? 33 
है जो सप्ताह के श्रन्‍्त की तालिका निरूपित करती है। 
मानता 
है। नया 6 
ध् है 9 हि) 
तब, -- 4 सन [ हर रे ला (क्यों ?) 


भौर, 44 (- 2) -- (५ 


ब्य्यो मल 7. जी 
१ _3)+[_ 3 कं ) 
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]--3. --7+7 6--6 
+ 3..8 2--2.. --8+85 
_(0 0 0 
0 0 0 
इसके अलावा, 
नल यृ --06 न्ल्पे 6 
(-7/) + 4३ 58 ४)+ (३ 8. ..5) 
_/(-+! १-7 ह) 
हा 8-58 --2+-+-2 8-8 
_([0 0 0 
0 0 0 
इसलिये 


हनी (7) 5705 (--०) नह 
साधारणतया: किसी भी आव्यूह + के लिये, 
+ + (-- ४) +८05६(-- ह) + ४ 

तथा &-05--७--0--. सत्य हैं । 

आव्यूह (--4.) को आव्यूह ४ का योज्य व्युत्कम (उव्तक्च॑७० रेणएट०४०) तथा 0 को योज्य- 
तत्समक (#पंतासंर० 49०ण४४५) केहते-हैं ।.इस प्रकार, &, (-- 2.) का योज्य ध्युत्क्रम है (क्यों ?) 
परिभाषा 6.5.4 : (आव्यूहों का गुणन) यदि, 

ण्य॒ 98 रण 9५ 9५ 
प् हे ] 27 व (0 क 9५५ ०] 
तो & श्र 8 के गुणनफल को 28 से प्रदर्शित करते हैं, जहां 
4 8-- कक -%४ण॥7 ढाा३--%०३१४ 693 नै; का ) 
क्र न ०कणा 4908 -- ०५४१३४ व्ञग3 ैै- १४४08 
९ (माना) 
गुणनफल भ्राव्यूह की प्रविष्टियों को निम्नांकित प्रकार से ज्ञात किया जाता है 
» गुणनफल शआराव्यूह &.85-0 की प्रविष्टि ०५, जो स्थिति 3 अर्थात्‌ पंक्ति ! तथा स्तम्म्न । में 
है, को प्राप्त करने के लिए < के प्रथम पंक्ति के भ्रवयवों को 3 के प्रथम स्तम्भ के तदनुरूपी भ्रवयवों से गूणा 
किया जाता है । इत गुणनफलों का योग ही प्रविष्टि ०; है । 

9. प्रविष्टि ०७ जो स्थिति 28, श्र्थात्‌ पंक्ति 2 तथा स्तम्म 3 में है, को प्राप्त करने के लिए ४ 
की द्वितीय पंक्ति के भ्वयवों को 8 क तृतीय स्तम्भ के तदनुरूपी अवयवों से गुणा किया जाता है, इन ग्रुणन- 
फलों का योग ४ की प्रविष्टि ०७ है । व्यापक रूप में, 0 में ४ स्थिति की प्रविष्टि, आाव्यूह 4 की पंक्ति ४ 
के अ्रवयवों तथा भ्व्यूह 8 के स्तम्भ ४ के तदनुरूपी अ्रवयवों के गुणनफल का योग है । 


चूंकि गुणनफल आव्यूह की प्रविष्टियों को प्राप्त करने के लिए पंक्ति की प्रविष्टियों को तदनुरूपी 
स्तम्भ की प्रविष्टियों से गुणा किया जाता है, इसलिये, यहाँ पर ध्यान रखना श्रावत््यक है कि, 4 के स्तस्भों 
की संख्या छे की पंक्ितयों के बराबर हो । इस स्थिति में ही & तथा 8 का गुणनफल परिभाषित है। विशिष्ट 


स्थिति में, यदि & तथा 8 समान कोटि के वर्ग आव्यूह हों तो उनके गुफनणल #3 तथा 9 सदैव परि- 
भाषित हैं । 


862 गणित 
ध्यान रखें कि, यदि “ तथा ह क्रमशः % »९ # और #>< $ कोटि के श्राव्यूह हों तो गुणनफल आव्यूह 
“फ की कोटि % )९ # होती है । अपरंच, इस स्थिति में 88 परिभाषित नहीं भी हो सकती है । (क्यों ?) 
उदाहरण 4 : मान बताओ, 


कि है 


हल; स्पष्टतग्रा, यह युणनफल परिभाषित है क्योंकि, पहली आव्यूहू 22८3 कोटि की तथा दूसरी 3 ८ 
कोथि की है । 


ग्रब, ]62 2] ]+2)८ 6(--9) +9»८7|_/-8 
0१8 न [३ 
/ $0%2-+(--2)-+5 » ॥ 
9५, / 6 2 
ध्यान दे कि (- ] [ परिभाषित नहीं है क्योंकि पहला आ्राव्यूह 3><3 कोदि 
। १/ 0 9 8 
का तथा दूसरा 2 ८3 कोटि का है। 


उदाहरण 5 : एक विक्रय-वेन्द्र में 20 दर्जन कमीज, 6 दर्जन पेंट तथा 32 दर्जन मोजे हैं । माना, प्रति कमीज 
बिक्री मूल्य 35 रुपये, प्रति पेंट 78 रुपये तथा प्रति जोड़े मोजे 8 रुपये है । सभी वस्तुभ्ों की बिक्री 
से, विक्रेता को कुल कितनी धन राश्षि प्राप्त होगी ? 


हल : विक्रय केन्द्र की वस्तुओं को श्राव्यूहू के रूप में निम्तांकित दो तरीकों में से किसी से व्यक्त किया 
जा सकता है : 


240 
3,387 (240. 92 884) या 8५, +[ 98 
884 
इसी तरह, उनके मूल्यों को भी निम्नांकित दो तरीकों में से किसी से व्यक्त किया जा सकता है : 


38 
(0, 8 स+ (386. 76 8) या रण) 


8 

चूकि, प्राप्त सम्पूर्ण घन राशि एक संख्या, श्र्थात्‌ !>(! कोटि का एक आबव्यूह हैं, इसलिये यह 
ब्रावश्यक है कि इन आ्राव्यूहों का गुणनफल 9८! कोटि का एक शआ्राव्यूह हो। उपरोक्त तथ्यों के श्राधार पर 
हम देखते हैं कि केवल निम्नांकित चार गुणनफल परिभाषित हैं : 

(४) 2प,५8 73.9 (ः ) 83९7 लि (४४) 05 53, (०४) 423, 2५५५४ 


इन गुणनफलों में, 47) या 09 से हमें इच्छित उत्तर प्राप्त होगा (क्यों ?) श्राइमे, इन गुणनफलों 
पर विचार करें : 


38! 
#0<-(240..._ 798 384) 5] 
8 
मम (240 ५८ 85 -- 92 ५८ 75 --884 )८ 8) 
#+(8400 4-4400 -- 8072) 
८८ (25879) 
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240 
08-(88.. 78 . 8) (४० 
384 

5८ (35 )८ 240 -|-78 >८ 08 -[- 8 »८ 384) 


न (25872) 
इस प्रकार, विक्र ता को प्राप्त होने वाली संपूर्ण धनराशि 28878 रुपये है। 
उदाहरण 6 : एक ठेकेदार, एक तगर विकास योजना के अन्तगंत कुछ मकानों को निर्मित करने का ठेका लिया 
है । इत मकानों के निर्माण में उसे पत्थर, बालू इत्यादि वस्तुओं की आवश्यकता है। नगर में 9,,. 
हऋ, तथा #५ तीन व्यवसाय संस्थायें हैं, जो इन वस्तुओं की आपूर्ति उसे ससय-समय पर करती हैं। 
एक समय, 7१५, #', तथा ४४६ संस्थाओं ने क़मशः 35, 30 तथा 29 टृक पत्थर और १4, 8 तथा 9 
द्रक बालू की आपूर्ति की। यदि आपूर्ति की हुयी एक ट्रक पत्थर का मूल्य 000/- रुपये तथा प्रति ट्रक 
बालू का मूल्य 300/- रुपये हो तो प्रत्येक व्यवसाय संस्था ठेकेदार से कितनी धनराशि प्राप्त करती है । 
हल : श्रापृ्तियों को भ्राव्यूह के रूप में लिखने पर, हमें निम्नांकित आव्यूह प्राप्त होता है : 
क्र न] कं 
पत्थर /88 30 29 
बालू ॥ व4. 8 री 
इसको हम श्रापूर्ति-प्राव्यूह (5०एफऑॉए श००४०७४%) कहेंगे । सुल्य-प्राव्यूह (००४ झाऋां४) इस 
प्रकार लिखा जा सकता है : 
पत्थर बालू 
घनराशि (000 300) 
प्रत्येक व्यवसाय-संस्था को दी जाने वाली कुल धनराशि इन दो आरव्यूहों के गुणनफल से व्यक्त की 
जाती है (क्यों ?) 


38... 30... 29 
(0000... 300) [७ ४ | 


स्ः(890200. 32400 8700) 
इस प्रकार, 7५, को 39200 रुपये, 7, को 32400 रुपये तथा 7५ को 8700 रुपये प्राप्त होते हैं । 


उदाहरण 7 : निम्नांकित सड़कों के जाल-तंत्र पर विचार करें, जो # प्रांत के तीन, 3 प्रांत के तीन तथा ० 
प्रांत के तीन कस्बों को संबद्ध करता है 


4 8 हे 
० 
०2 
द है 
९2 
5५ 
हे 
रु 


सा गणित 


प्रांत & तथा 2 के कस्बों को संबद्ध करमे वाली सड़कों की संख्या को हम मिम्न प्रकार से व्यक्त 


कर सकते हैं : 
8, 5 68 
क्यो तृ छा 
७; | 0 /!] 
63 | 0 0 ] 





यहाँ, ०4, के पहले तथा 9; के नीचे वाली प्रविष्टि | यह सूचित करती है कि « तथा ४, के बीच 
केवल एक ही सड़क सन्धि है। ० के पहले तथा ४, के पहले वाली प्रविष्टि 0 यह सूचित करती है कि ७६ तथा 
४, के बीच कोई सीधी सड़क नहीं है और इसी प्रकार अन्य दूसरों के लिए भी । उपरोक्त सारिणी को आव्यूह 
के रूप में निम्न प्रकार से व्यक्त किया जा सकता है : 


है ] 0 
0 ] । नल? (मान ॥) 
0 0 त 


इसी प्रकार, प्रांत 3 झौर ९ के कस्बों को संबद्ध करने वाली सड़कों की संख्या को निम्न आ्राव्यूह के रूप में 
व्यक्त किया जा सकता है : 

है। 0 

। || | (माना) 

0-7 ] 


गुणनफल 70 ज्ञात करने पर, 


॥ ॥ 0' है। | 0 2 2 ्‌ 
7०0८ [0 ॥। | ] ] ] ] | 2] 2 
0 0 / 0 ] 0 ] ] 
प्राव्यूह 00, प्रांत & के कस्बों को प्रांत 0 के कस्बों से सम्बद्ध करने वाली सड़कों के जाल तंत्र को व्यक्त 
करता है | (क्यों ?) । 
इसका सत्यापन वास्तव में प्रांत & तथा (के कस्बों को संबद्ध करते वाली सड़कों की सारिणी 
बनाकर किया जा सकता है | 


उदाहरण 8 : माना, 


डे नल ५५] छठे 2 न+ 
ही न ] 2 0॥ तथा उ3क्त5 0 5 4 
5 ॥॥ ्भ्। | नटि है । 


5 


398 तथा 84 ज्ञात करो | क्‍या #0--3+ है ? 


हल : हम देखते हैं कि, /छ -- ह 
23८(--9) +(--):20+390. 2,2+(--7) ८8-39 (-2). 2ल्‍:(--7)+(--7) %2+3 ४7 
(५.06 2१० »0--0%]. (--9)>:2+2/8--0%८(--9)  (--9) >८(--))+2 »2+०7] 
8>(--0)-/72--9+(--)2(7. 5»2+7 »८6+-(--)  (--2) 5»&(--7)+7 2 +(--72) » 2, 


न+छे 7 नये 
मर 9 र्फ प्र 
0 47 -+-+* 
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तथा मन 022+9 »€ (--3)+-2 » 5 0» (-)--5 » 2-2 »८] 
722--(--9) & (-- 9) +] 2 5 2< (--3)-+(--2)  $+  % ! 


(- 3) 3422८ 0+(--१) & (८3 है 


] (387४0 (-9)2(-7)+902+(-7) »7 
52 


0»<८8--8 »८ 0-2 »८ (-3) 
9>८8--( --2) » 9-- » (--!) 


--77 6. --३) 
ब्ल् -5 9.. - 2 
..]58 --4 £ 
इस प्रकार #5:>£8. 
अ्रतः निष्कर्ष यह है कि, प्राव्यूहों का गुणन क्रम विनिमेय नियम का पालन नहीं करता है 


उदाहरण 9 : यदि, 


]. . “है 
का 3) तथा. ऐल्‍« ( ) हो, 
2. 8 
है. 9 हे 
तो 8 तथा 84 ज्ञात करो । क्‍या &3>-89 है ? 


हल: ध्यान दें कि 8 परिभाषित नहीं है। (क्यों ?) 
हम देखते हैं कि, 


| 9, हि प़ 38 
8७-38 ॥ [2 8) 5 ।.. 49 
3 ]8 .. 68 
इसलिये, /3-< 34 
संख्याश्रों के लिये हम यह जानते हैं कि ४४० 50 तब तथा तभी सम्भव है जबकि या तो ७«*0 या 


०<--० भ्रथवा दोनों शून्य हों । यह गुणधर्म आव्यूह-गुणन के लिए सत्य नहीं है । 


दूसरे शब्दों में, यदि दो ग्राज्यूह & तथा 8 इस प्रकार हों कि &8--0, तो यह हमेशा सत्य नहों है 
2-0 या 8--0 या दोनों 


उदाहरण 80 : माना, 
0 ), | | 
ह 4(0 | तथा 8 0 
0* 9 9 $ 0 0 


परन्तु, 3-८0, 3:50, 

वास्तविक सब्याञ्ों के बीजगणित से, हम देखते हैं कि यदि ०--० तो वास्तविक संख्या 6 के लिए 
40 -+०० तथा यदि 92-०० तो ४:56 होता है। इसका पहला भाग आब्यूहों के लिए भी सत्य है अर्थात्‌ यदि 
+, 3 तथा 0 तीन आव्यूह हों तो 35२९ से किसी आब्यूह * के लिए &3-- १९ प्राप्त होता है । परन्तु 
गुणनफलों का परिभाषित होता ग्रावव्यक है । इसका विलोम सत्य नहीं है ग्र्थात्‌ यदि #फि 55५ हो तो यह 
प्रावश्यक नहीं है कि 8--(0 होगा । 


66 गणित 


उदाहरण ॥| : माला, 


8 | 
और . 0-<-| -- $ --6 
6 | 


तब 8 8 30  /-- 
कक 6 | 


और (७ __ (2 
40-- ( 


9 ऐड 

क्र 

नकल हु] 
ही के असर 
४ 
235 पन्‍कनटलरी 


इस प्रकार, #8--40 परन्तु 8:£0 

वास्तविक संख्याश्रों के प्रारम्भिक बीचगणित से हमें निम्नांकित बंटन-नियम ज्ञात है: 
6४ (9-|-०) <5 68 -|- १० 

तथा (०--0०)०-- 60-- 96 

इनके अनुरूप आ्राब्यूहों के लिए भी वंटत-नियम हैं । 


4 4 2) नह है) वा ० 
हक, 0+० है 2)+ 8 )- ३ अं) 
(४+0 न को (74 को 
( (४ 3 2880: +%) ०५: ] 


ब३(0- ०) ० (08-०6). 4४(0/--५) +न ८८(५- ५) 
हा हे | ] कह कह कह /)] 4४०४५) 


॥ 83. 0॥/. ४३४0 --०५. 7४0३-- ०३० 
30-- [7 5) [थ ५) _. शथ नी7३४5३ ८०--%५० 
68. ०0६/ (८४ ९ हाट --6५5. 630 -- 6६९५ 


डदाहुरण 2 : माता 


नव 


0-> शिगिनी कण नी गन १०७ गगनेकॉिनी पकने पथ 
3.9 --.4 0५० 
629 --649 "०3० -+- 6403. 6802--0404-- ५७०-- ०३०५ 
__[धाणिन-ग)+१/७३--५) %(08--०)--५४(04--५) 
+ (42(0--०)--०४(0४+-०३) 78(0-- ८) -+-५(० + ५४) / 
व्यापक रूप में, यदि #, छे तथा ५ किसी भी कोटि के तीन झआाव्यूह हों तो & (8--0) २४8 + ह/0 जबकि 
दोनों पक्षों में योग तथा गृुणनफल परिभाषित हैं । 
अब तक, आव्यूहों पर जो भी संक्रियायें की गई हैं, उनको सारांश रूप में हम निम्न प्रकार व्यक्त 
करते हैं: 
], आब्यूहों का योग क्रम विभिभेय तथा साहचर्य नियम का पालन करता है । 
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2. एक आव्यूह को उसके ऋण आव्यूह में जोड़ने से शून्य आब्यूह प्राप्त 
होता है । 
3. किसी भी कोटि का एक शून्य आव्यूह उसी कोटि को दिए हुए आव्यूहों 
के लिए योज्य तत्समक होता है । 
4, व्यापक रूप में आ्राव्यृहों का गुणलफल क्रम विनिमेय नियम का 
पालन नहीं करता है। 
* आव्यूह-गुणन के लिए निरसन-नियम सत्य नहीं है । 
(आव्यूह-योग के लिए यह सत्य है अर्थात्‌ यदि &-+- 858 +-0 
तब 8-50) अर्थात्‌ &9--80 में 8-0! निहित नहीं है । 
* आव्यूहों के लिए वंटन-नियम सत्य है। श्र्थात्‌ 
(8-0) --48 -- (0४ 
(8--0)8--84--04 


दा 


हज 
््य 


6.6. व्युत्कम श्राव्यूहू ([ठ;र८०8० ० ७ शिक्नध्णंड) 


दिए हुए आव्यूह # तथा ४ पर विचार करें : 


] 292 9. नन्‍॑+2 
8 (५ ह 8 _2 ) 


हम देखते हैं कि, 


॥ 2१/ 8 -2 
/फर्[» 5 ] 


तथा, 
8 -+2 2 ] 0 
88% [ _» | (५ 5 रण ॥)च्ता 
अर्थात्‌ 
38 --84 >|ा (7) 

जब, आव्यूह # तथा ४ इस प्रकार होते हैं कि () संतुष्ट हो तो 8, 4 का व्युत्कम तथा #, 9 का व्युत्कम 
कहलाता है | न्‍ 
परिभाषा 6.6.] : यदि & तथा ४ दो वर्ग आव्यूह इस प्रकार हों कि 88--984 +|। तो 8, & का व्युत्कम 

कहलाता है और इसको ४ (--३) से व्यक्त करते हैं। इसी प्रकार, &, 9 का व्युत्कम कहलाता 

है और 3 7(--४) से व्यक्त होता है । 

ध्यान रखें कि, व्युत्क्म-आव्यूह का तभी अस्तित्व है जबकि निम्तांकित झ्रावश्यकतायें पूर्ण होती हैं : 
(7) दिया हुमा भाव्यूह अबरय ही वर्ग आाव्यूह होता चाहिए । यह बहुत ही अ्रतिवार्य है क्योंकि समीकरण () 
में, यदि & तथा 8 क्रमशः 2%8 तथा 39८2 कोटि के हों तो &8 तथा 8& दोनों परिभाषित हैं परल्तु 
विभिन्‍न कोटि 2:८४ तथा 39८8 के हैं । भ्रत: बराबर- वे नहीं हो सकते । 
(४) समीकरण (!) का सन्तुष्ट होता झ्रावश्यक है । 

उदाहरणस्वरूप, आव्यूह 


सर फऐ ३ 8 
पह ४ | 8७4 ] 
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क्के लिए 88-90 8) <फ8 


परन्तु 43, । के बराबर नहीं है । 
उपरोक्त तथ्यों के आधार पर हम कह सकते हैं कि शून्य आव्यूह का कोई व्युत्कम नहीं होतः 


(क्यों ?) 
प्रत्येक वर्ग आव्यह 
छा का॥ +«०५,,॥ 
वित्त (विश 48 6  "वक्क 
हि 7 के 9,2 कक ५,+ 
से सम्बन्धित एक श्रंक या फलन 
का कोड. >  *गत .| 
का. ०93 9५, 
6,7 98 ब्ग्न च्कक | 


है । इसे भ्राव्यूह का सारणिक कहते हैं तथा | & | से निछूपित करते हैं । ध्यान दें कि किप्ती ) ८3 कोटि के 
वर्ग ग्राव्यूह के लिए | 8 | का मान संख्या के निरवेक्ष मान (8980प/०७ ए&!४०) के बराबर नहीं होता है । जैसे 
एक कोटि के वर्ग ब्राव्यूह -०( -8) के लिए | $ | 57-४४ । 
दिए हुए ग्राव्यूह के व्युत्कम ज्ञात करने के लिए हमें निम्नांकित परिभाषाओं एवे परिणामों की 
भआावश्यकता है । 
परिभाषा 0.6.2 एक वर्ग आव्यूह 8, जहाँ पर | ह | 0 ग्रर्थात जिसका सारणिक शून्य के वराबर 
नहीं है, व्युत्क्रणीय (४०७ ##टफ&०) कहलाता है। अन्यथा, यह श्रव्युत्कमणीय (#ण्ट्डप्पं७०) 


कहलाता है । 

] 2 

उदाहेरणस्व॒रूप, भव्यूह (2 3 ) व्युत्क्मणीय है, 

गेंकि | 

क्यं । अर [_8-4«-770 तथा आब्यूह 
] 29 
2 3 +$ श्रव्युत्क्मणीय है क्योंकि 
8 8 7 


9 4 । 9 3 
2 8 7 | न 4 58 


अल. 





॥ 2 93 |! 8 4 
2 38 4 ् 8 7 
8 58 7 | 





ब| । (2] --20) --2(4 --2) -- 3(0 --9) 
सन । --*$-8 750 
परिभाषा 0.0.3 : ४)८%७ आव्यूह 4 की पंक्तियों तथा स्तम्भों के विनिमय से प्राप्त ४६०९ # कोटि के ग्राव्यूह 
को ४ का परिवर्त (४४३००४७) कहते हैं तथा ४ से प्रदर्शित करते हैं । 
उदाहरणस्वरूप, . #<#[) 2 8) का परिवर्त 
ह 6 9 !) 
7 & 9 
4 ] 2 


॥ 
औ जल |2। तथा उडिल्का ++ 
$ 


७2 ७६ ++ 
2 
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4 7 8 

का परिवर्त 95 [06 7 +। है। 
9 2 7 
0 ] 2 


निम्न का सत्यापन किया जा सकता है । 
(०) (#) ७565, (9) (४8) 55४५४” जहाँ £ एक अचर संख्या है । 
(०) ($+8)/53/+-9". तथा (6) (88)/७8/'8/ 

परिभाषा 6.6.4 : माना, 


एक 39८9 कोटि का आव्यूह है और ०,, का सहखण्ड (०0४०6०7) 8,, है। 4 का सह-ल्ण्डनत (७0]०0678) 
श्राव्यूह, जो सहखण्डज < से प्रदर्शित होता है, निम्न प्रकार से परिभाषित होता है 

खरा रैपा २38] 
सहखण्डज 0 ++ 038 238 232 

45 228 283 
ध्यान रखें कि, » वे पंक्ति (स्तम्म) के अभ्रवयवों के सहुखण्ड सहखण्डज & के $ वें स्तम्म (पंक्ति) के अवयव होते 
हैं । 

] 

आव्यह ( $ 7) के लिए 

गीजतत, कैडनत8, शज्वासस्नग0 तेथा 002च57 


£ संहलादग सी: 7 ->-6 
ग्रतः स यो है। ] 








] 2 3 
तथा आव्यूह [2 8 2| के लिए 
७ 3 $ 
3 2 | 2 2 2 9 3 
85६ | वा [50 4५ न+ -| 24 [हे 408 क+ई । शा | न्+--3 
स्ड 2 3 | ] 3 । 4 3४ 
शा 25०8 थ्थ्ड -- 9 >> जाय न्ख्द्ध 
| 8. $ पा | 3 4 | 2 "जी । 8 8 । । 
3 3 4 2 
डा 3 2 न +-+ 8 8988 नर का 9 98 (०4, 2५3 से 2 3 जा + 
इसलिए, 
खिया. सैश . सैश 6 ग "० 
सहखण्डज शैल्नी हक व ७8 “7 2 दार्ड 4 
8. 238. 238 ना 3 ह<] 
आइए, (सहखण्डज *) . * तथा ४. (सहुखण्डज 3) की गणना करें| हम देखते हैं कि, 
] 92 हे 6 3 बनन्‍|ह ब््क 90. 90 
8. सहुखण्डज >> 2 ४ 2४2 नल + 85 $ न 0 की 0 ल्लीयं 


3 8 + ज्ल्छ 3 कार 8 0 -+-7 
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तथा, 
6 +१|4+ ल्‍“>8)| /॥ 2 3 
सहखण्डज 4 ,. ७-० --2 -8 $4 [2 98 & 
“93 838 -१| 3 8 4 
>7.. 0७ 0०0 ]। 00 
सा 0 -प 0 न्‍न|च॑ॉ 0व740| +7 
0 0 0077 
न्‍ँ 
इस प्रकार, हम देखते हैं कि 
४ , सहखण्डज &>-सहखण्डज ४. ै 
प्रब॒ | | का मान ज्ञात करें। हम देखते हैं कि, 
] 2 89 
3 2 9 3 9 8 
|4 | है| 8 8 2 ल्‍-! |-॥ | +॥ 
83 98 4 है. 5 3 4 8 8 


८८0-..-4 - 9-5 -- 7 


उपरोक्त उदाहरण से यह विदित होता है कि 

2 . सहखण्डज & जतसहुखण्डज & . #सऋ | | 7 

2 . सहखण्डज 4 _ सहखण्डज 3 . 8 _ पृ सह 
दब पा बअ है | » जो हमेशा सत्य है । 


इसकी उपपत्ति इस पुस्तक के पाठ्यक्रम के अन्तर्गत नहीं है । 

सहखण्डज ४ 
[+ | 
(3०. सेहखण्डज ै. 


[* | 
इसलिए, यवि # एक व्युत्क्मणीय आव्यूह, श्र्थात्‌ | & | 550 हो तो 
0-2... संहंखण्डज है: घ 
|; | 
संख्यात्मक उदाहरणों में, श्राव्यूहों के व्युत्क्रम ज्ञात करने के पहले, हम निम्नांकित प्रमेय सिद्ध करेंगे। 
प्रभेय 6.0, : व्युत्क्मणीय वर्ग श्राव्यूहु 4 का व्युत्कस अद्वितीय होता है । 


षा्‌ ॥। 


इस प्रकार, या | & | ? (सहुखण्डज 8), आव्यूह # का व्युत्कम है। झतः 


उपपत्ति : माना ४ के दो व्युत्क्रम 3 तथा 0 हैं। तब, व्युत्कम की परिभाषा से, 


848 -- 48 | (/) 
तथा (08 -5 3 (0-- (४) 
880 5>7 पर विचार करें। दोनों पक्षों में ४ के पश्चगुणन से हम देखते हैं कि 
880 --0 
या फा--0 (४) से 


या 58:--:९ 


सारणिक तथा आव्यूह (मैट्क्स) छा 


घ्यात दें कि, चूंकि । . 5-7, । स्वयं का व्युत्क्म है । तथा प्रत्येक झाव्यूह # के लिए श--8 
न्‍्म# का होता है। 


दछ 
उदाहरण १ : आव्यूह [ ४] का ब्युत्कम ज्ञात करो। 


| 

4-० ४) 
तब, । सौ | सन [06 --- 9०), सै नर, ३ ते न्‍-+ 0 
28सन -+0 तथा 4>न्‍+० तथा 


छ --+ 9 

सहखण्डज 6 ८ ।(॒ _ ०] 
इसलिए, यदि (66--8०)२८:0, तब 

सहखण्डज 2... 3) (६ थे. -+- 2) 

वह्ा7 5 छह 4 


क न>0 
यह ज्ञात करने के लिए कि अर ( ) + सी 


न्+छ 6 
का व्युत्क्मम है, दोनों ग्राव्यूहों को गुणा करें। हम देखते हैं कि, 


] ॥ छह (४ ४)१० ] पा 0 
छढ--9०) 6/(० 6/ दबढेँ-.०५ 0 दे -- 0०0 


[0 3) 


9 ॥ ध न्‍-+09 शा है 9 | 66-90. 66-96 
५ ४) छा" ०) ह ४) -+8 है] 
दरहें-त0. दें... 86 
4 0 
[6 7) 0 


५ ॥। क- +>+0 9 
3५% (७४-6०) ॥' --० है [ ४) 


का व्युत्कम है । 


उदाहरण 2 : आव्यूह, 
ह 7 38 8 
58--[! 4 8 
] 8 4 


का व्युत्कम ज्ञात करो। 
हल : हम देखते हैं कि 


हल : माना, 


थै ने 


तथा, 


“| 88 5 । 4 |+१ 8 | 
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अ्रत: 3 के व्युत्कम का अस्तित्व है । अब, 


4 छे प्‌ ] 3 ] 4 
ित। कर 54 ता 8४न--| ]4 ता), 8, ] 39 अा--)॥, 
3 3 ]8 हे 
पा 
3 3 4 8 3 
छान ५ 9 [#-7*8४-| 38 [50% 2४० ] 4 दा 
इसलिए, 
पर 3 -३3 
सहखण्डज फ्रेन्ड न हें ] 0 
न 7. 0 ॒ 
तथा 


पक की. जप हर प -...83 -.8 
छ-7-- डे 2] |॥] 05- --) ॥| 0०0 
|| ]_] 0 ॥[/ ै...] 0 | 


पाठकगण स्वयं इसकी प्रत्यता की जाँच कर लें कि वह वास्तव में 3 का व्युस्क्रम है । 


6.7 रेखिक सम्ीक रण-निकाय ($95४९०0 ०६ ४ैप९श7 पिपुण्न्॒प०8) 


समीकरण भिकाय 
22 +- 39-6 () 
85%-|- $5-१4 (2) 
पर विचार करें। 
इन समीकरणों का श्रद्वितीय हुल #++2 तथा ४--$ है । 
अब, समीकरण निकाय 
2--49->58 ( 3 ) 
22--8॥/->0 (4) 
पर विचार करें। । 
ये दोनों समीकरण एक समान हैं । (3) का प्रत्येक हल (4) का तथा (+) का प्रत्येक हल (3) का 
हल है । उदाहरणार्थ, ७७०7, ४८२१; &«२0, ४७०६) ४|२9, ४5८-- समीकरण निकाय (3)-- (+) 
के कुछ हल हैं । दिए हुए समीकरण निकाय के अनंत हल हैं । 
पुन: एक दूसरे समीकरण निकाय 
32-29 5-6 (5) 
डर; न श्श् क्र (6) 
पर विचार करने पर हम देखते हैं कि, दोनों समीकरणों के लेखाचित्र समान्तर रेखाएं हैं जो प्रतिच्छेद नहीं 
करतीं । दूसरे शब्दों में, दोनों रेखाओं में फोई उमयनिष्ट बिन्दू नहीं है। इसलिए, दिया हुआ समीकरण निकाय 
(5) -- (0) का कोई हल नहीं है । 


सारणिक तथा आव्यूह (मैट्िक्स) ]7$ 


वह रेखिक समीकरण निकाय, जिसका कम से कम एक हल हो, संगत समीकरण निकाय (००४8॥8- 
इ७०४ थ्यृुण्छ४४०७5) कहलाता है अन्यथा अ्संगत (४४्००&७४8६९४४) तहलाता है । 
सारांशतः इसको हम निम्न प्रकार व्यक्त करते हैं । 
परिभाषा 6.7.4 : » श्रज्ञात राशियों »,, & ..०, वाले % रेखिक समीकरण निकाय पर विचार करें । 
ब्य शा १४ बनी - +ै पाक 2, नत्श 
बढ़ा थे ना 7छ बनी १७५ ४५२२0 


५, था न &,,३ न. न ०कक थक स+ ०, 
जिसमें « तथा अचरपद ४ के सभी गुणांक वास्तविक हैं। जब समीकरण निकाय का कम से कम एक हल होता 
है तो उसे संगत अन्यथा असंगत कहते हैं । 
समीकरण () -- (2) संगत समीकरण हैं तथा उनका केवल एक ही हल है । समीकरण (3)-(+) 
संगत समीकरण हैं तथा उनके अनन्‍्त हल हैं । समीकरण (8) --(6) अंसगत समीकरण हैं । 
आव्यूहों की सहायता से हम रैखिक समीकरणों के निकाय का हल ज्ञात कर सकते हैं। निम्न 
उदाहरण पर विचार करें। 
उदाहरण ! : रैखिक समीकरणों, 
4%-- 89/ 5 74 
828 -+- 79-5८ + १] 
को आव्यूह की सहायता से हल करो । 
हल : इस समीकरण निकाय को आव्यूह समीकरण से निम्त प्रकार व्यक्त किया जा सकता है, 


(07 28)7_। ) 
0 | () 


या, 25५८-४8, जहाँ पर, 


$ +$) >__ /# ]] 
8 (३ 4, 2५) तथा फ-[ _] ) 
यदि, 37, & का व्युत्क्म हो तो 47! &5०१5-५.37? तथा &*#->3 को हम इस प्रकार लिख 
सकते हैं : 
7 8ह-- ४ 78 ' 
या अ--4 78 (2) 
भ्रब, यदि हसे 47 ज्ञात हो तो <, समीकरण (2) से ज्ञात कर सकते हैं। 
हमें यह भी ज्ञात है कि & का तभी व्युत्कम होगा जब | 4 | ८0 यहाँ 


[4 | न 5 ४ [+98--(--१ 5 शऋ० 
इसलिए, का व्युत्क्रम है तथा 
ग्र 3 
&-7 ० [ 7 4) श्र 
इवे (8 4/ [3 $ 
झप हे 
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(१) के दोनों पक्षों में ह- के पूर्व गुणन से, हम देखते हैं कि, 


व 38५ /६ --3 7. 38 
झ््श (है पल े अआ ( | 
-3 4|[3 7४ -3$ 4६ |-+! 
इन 7 झा 

या, प4 


85) 
के 


इसलिए, समीकरण तिकाय का हल «जनडे तथा ॥5--- ३ है। 
उदाहरण ! से हमें यह संकेत होता है कि रेखिक समीकरण निकाय तभी संगत होगा या उप्तका हन 
तभी प्राप्त होगा जब ग्रुणांक आव्यूह का सारणिक शून्य नहीं है अर्थात्‌ भुणांक आव्यूह व्युत्कतमणीय है । 
उदाहरण 2 : समीकरण तिकाय को हल करो : 
3४-- 29 +- 08-54 
































20 -- ४-- इ्स्‍शाओ 
4%-- 39 -- 22 ष््द 
हल : समीकरण निकाय को आव्यह-रूप ४-८ ४ में व्यक्त करो, जहाँ, 
3 4] 8 
सै प्पल ]  ॥ ८ ४ | तथा, ऊर्जा हे 
५ ड् ४ 
प्रब, 8 ने ४ ] । 
कं 4] ० बन न ॥ | 
|4 | ऋ ४ व +। न _3 ० न) [+॥ ६ हज 
4 3 29 थ | 
सम--3--40-- 80-- -- 7:22:0 
ब्रत: ै व्युत्क्मणीय है और इसका व्युत्कम अस्तित्व रखता है । 
8 का व्युत्कम ज्ञात करने के लिए हम देखते हैं कि, 
2: >>, 9..7 
पत्त| 9 नल 4, #कभत्त-| रू 738 | 4 9 स -“0 
ञट 338 6 8 9 
श्र | [-०, चीडघतत 4 2 7 8०० -| 4 -_.0.8 क्ल्त 
-+-+2 डे ७] 3 2] पे 
औैज्तत मा -|9 -. 5 अर 25. 70 
अ्रतः सहखण्डज 4-5/-]. 5 +] 
8 --6 9 
--0 3 7 


न्ञ >सन 5 सको, 
ग्रटः 4: दिविणप्डज 6 _ 7 (8 -_. ह 9 
ः 8]. कनय 
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हे /..)].  _-58 -] 8 
तथा ४-58 78 +-- 858 --0 9%7 
“77 ..])0 ॥ 7 4 


5 _.7 ॥ 
स्स् जल -- 34 >> 
नाग ...8 8 


झौर इस प्रकार, ४+5१, ४>ू2ट तथा 255४, समीकरण निकाय का हल है । 
उदाहरण : 3 समीकरण निकाय को हल करो, 
प४--2॥/->9 
]4% -- 48/--0 
हल : इसको म्राव्यूह रूप 88-४8 में व्यक्त करो, जहाँ, 


* 0 2) कही बम] 
हम देखते हैं कि, | & | जन हा [_*28--285- 


भ्रतः & एक अव्युत्कमणीय आव्यूह है । इस प्रकार, हम » का ब्युत्क्रम नहीं ज्ञात कर सकते | यह 
समीकरण निकाय वह उदाहरण है जिसमें गुणांक आव्यूह अव्युत्कमणीय है श्लौर समीकरण निकाय का कोई हल 
नहीं है। यह भ्रसंगत समीकरण निकाय है । 
उदाहरण 4 : समीकरण निकाय 
 32+- (८5$ 
62 -- 2 न्‍ू 8 
को हल करो। 


हल : इस निकाय को प्राव्यूह के रूप में व्यक्त करने पर, हम देखते हैं कि />--8 जहाँ, 


3०३ १) स() रा अर 5) 


झा, ।34 | न है ५ [+70--0550 


ग्रतः 4 के व्युत्क्रम का अस्तित्व नहीं है । परन्तु इसका अर्थ यह नहीं है कि समीकरण निकाय का 
होई हल नहीं है। यह उस समीकरण निकाय का उदाहरण है जिसका गुणांक आव्यूह श्व्युत्क्मणीय है परन्तु 
उसके प्रपरिमित हल हैं | उदाहरण स्वरूप, ४5२0, ४-२4; ७ 5"८॥ैं, ४१50; #ल्‍न, ४] । इत्यादि उस 
समीकरण निकाय के कुछ हल हैं। यह समीकरण निकाय संगत है । 


टिप्पणी : जब गुणांक आव्यूह भव्युत्कमणीय होता है तो दो संभावनायें हैं: (४) समीकरण निकाय का कोई 
हल नहीं होता जैसा कि उदाहरण 3 से विदित है, तथा (४) समीकरण निकाय के अ्रपरिभित हल 
होते हैं जेसा कि उदाहरण £ से विदित है । 
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6.8 ज्यासितीय रूपान्तरण तथा आपव्य है ((6०४०९६४४९ इिफक्गर5डाछाप्राथ्र 06घ5 बडते फिशि74 ८९5) 

हमने पूर्व कक्षाग्रों में, कुछ रूपान्तरणों (0व8&070790/079) [परावर्तत्, घृर्णणत, विवर्धन, रूपास्त- 
रण] का अध्ययन किया है | एस परिच्छेद में, हम यह देखेंगे कि, थे रूपान्तरण किस प्रकार आब्यूहों से प्रदर्शित 
किए जा सकते हैं और तब आव्यूहों की सहायता से उनके कुछ गुणों की विवेचना करेंगे । 

रूपान्तरण दो प्रकार के हैं, बीजीय (ब्य्ट०७7७४०) तथा ज्यासितीय (8००:छ९०हा-०) । माधारणतया 
बीजीय रुपान्तरण, वे रूगान्तरण हैं, जिनमें कुछ ज्यामितीय ग्राकृतियाँ दो निर्देशांक पद्धतियों से उल्लिखित 
होती हैं और हम इन विनिमय निर्देशांकों में सम्बन्ध ज्ञात करते है । 

ज्यामितीय रूपान्तरण, वह रूपान्तरण है जिसमें वीजीय मम्बन्ध दो विभिन्‍न आ्राकृतियों के बिन्दुश्नों 
के बीच संगति की स्थापना करते हैं और हम इन आकृतियों में ज्यामितीय सम्बन्ध स्थापित करते हैं । इस 
परिच्छेद में, हम ज्यामितीय रूपान्तरण पर विचार करेंगे । " 


भक्षों का परावर्तन (फे०१९८६०॥ व ४6 25९5) 
माना, बिन्दु ? (७, ४), »-श्रक्ष के परावर्तन से बिन्दु ? (४7, ४) में रूपान्तरित होता है । ०» अक्ष 


के परावतेन से बिन्दु ? बिन्दु ?”में इस प्रकार रूपान्तरित होता है कि» अक्ष रेखाखण्ड 2” का लम्बार्धक है 
जैसा कि आक्ृति 67 में दिखाया गया है । 


हि (४, १) 
। 


र 
॥ 3 ( », ४० 


आकृति 6.] 
यदि ? के नियामक (», ५) हों तो ” के नियामक (»,--9) होंगे । 
अतः र्श्न््क 
४ न्ल-9 
उपरोक्त समीकरणों को निम्न प्रकार से लिखा जा सकता है : 
४ नर .8--0.9 
५(८-0.४ -- .9 


आ्राव्यूह रूप में इसको हम निम्त प्रकार लिखते हैं : 
हि 08 0 
हर 0 नाई १ 
५: 

--ं 


॥ पर मं 
इसलिए, आव्यूह ॥ 0 | एक विशिष्ट रुूपान्तरण को व्यक्त करता है जिसे »-श्रक्ष का परावतेन 


कहते हैं । 


सारणिक तथा आव्यूह (मैट्रिकस) ग ॥४॥ 
इसी प्रकार, /-श्रक्ष का परावतंन, श्ाव्युहु ( का ) से, व्यक्त होता है क्योंकि इस परावर्तन 
के अन्तर्गत (४, ४), (--», ४) में रूपान्तरित होता है । 
पुनः चूंकि मूल बिन्दु से जाने वाला, बिन्दु (४, ५») का परावतंन (--»,--४/) है, इसलिए इस 
रूपान्तरण को व्यक्त करते वाली शआव्यूह ५ प् 7 हि ] है (क्यों ?) 


पूल बिल्ु के परितः घूर्णान (हिण॑ंबहं०छ छज०फा ४86 0789 ) 


90” पर घ्र्णान (सि०४छपंठ्श ६॥-7०फछ६ ४१४ 


आकृति 6:2 में दिखाये गये सम] » विन्दु ? (४, 9) पर विचार करो । 
0 तथा ? को मिलाओों और एसे 00? के कोण पर वामावतं दिशा में घुमाओ। मात लो ? की 
नयी स्थिति ??” (४, ४) है। लम्ब «5 7 खींचो | चूँकि त्रिभुज ?00 तथा 2007 सर्वांगसम हैं, हम 
का जज 
शक्न्क 


प्राप्त करते हैं । 
इन समीकरणों को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है : 
४ ०» 0%-- ] ५१ 
५४(-- ]'४-- 0.9 





ब्राकृति 6.2 


उपरोक्त समीकरणों को आराव्यूह रूप में लिखने पर हम देखते हैं कि 
(४) $ 3) ६) 


इसलिए सूलबिस्दु के परितः 90 पर वासावर्त घूर्शन झाव्यूह (ह न्ट /) से व्यक्त होता है । 
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गणित 
]80" चर घूर्णन (हि068६४०४७ ६४४०प्रड्ठ5 807 ) 
माना समतल में कोई बिन्दु ? (४, ५) है और 07>-# तथा / ?05--४ तब 
.. #%ल्‍--+7 008 8 


सन! 87 0 





आकृति 6.3 


प्रब 0? को 80” के कोण पर घुमाओ । माना » की नथी स्थिति ?” (४, ४”) है तब, 
४ न ०08 (807 -- 6) 
र++-9१ 003 0 
मा-+४ं 
और ४ ८7 आं॥ (807 -- 6) 
म+ --? 008 8 
न्ल्--9 
इन समीक रणों को निम्प प्रकार लिखा जा सकता है : 
# नर न 7.28 --0.9 
क मनन 0,28-- 3.॥ 
आव्यूह रूप में व्यक्त करने पर हम देखते हैं कि 


( के ( -्‌ 0 | 7 
४/ 0, कई ४ ) 
इस प्रकार, मूलबिरु के परितः एक बिन्दु का 80” पर घूर्णन श्राव्यूह 


नव 0 _. ३ 0 _ प 
कम 


कोण % पर घूर्रन (॥०४#भरंए्ण प०पट्ँ। ४७ #ण्ट्टी० ०) 


से व्यक्त होता है । 


माना ९! एक बिछु है जिसके नियामक (», 9) हैं। माना 072--# तथा ८ ?05 8 ] 07? का 
« कोण पर घुमाग्रो | माना ? की नयी स्थिति /” (४, ४”) है । 
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तब, ४ हू) 008 (9+- «) 55१ 008 3 008 ७--# धंत् 3 शांत ० 
तथा ४७5 ४0 (8--०) कक भं। 8 008 ७--॥ ००४ 3 शांत & 


चूंकि &<5# ०08 3 तथा 9--? ० 9 उपरोक्त समीकरण निम्न प्रकार लिखे जा सकते हैं । 
# 2-28 008 ०-१ 80 «७ 


तथा 4 च्-्ध 008 ०-४ शांत ८ 





श्राकृति 5.4 


इसको आव्यूह रूप में व्यक्त करने पर 


॥ रथ) (००४० >+#हत ] ॥' [] 
५ / आं) ८ ८08 ५ | 
प्राप्त होता है। इस प्रकार, मूलबिन्दु के परितः, रेखाखण्ड 07 का कोण « पर वामावत॑ घूर्णन श्राव्यूह 


९008 ०७. +>शं0 ० 
[अप ८ 008 & / 
से व्यक्त होता है । 


«++ 90? तथा ४ः5१80” रखने पर हम पहले के दोनों 90" तथा 80” पर के घृण्णन प्राप्त करते 
है 0 ज+-। रे । 0 हु 
हैं जो भाव्यूह ॥ प्‌ 0 ) तथा ॥ 0 _] ) से व्यक्त होते हैं । 
008 «७. शांत ८ 


न>शंग ४. 0098 २ 
मूलबिन्दु के परित: कोण « पर दक्षिणावर्त घुर्णन प्रदर्शित करता है। 


« की जगह --« प्रतिस्थापित करने पर हम आदव्यृ हु ।॒ ) प्राप्त करते हैं जो 


विवर्धन (2प्रबएड2०४०९४६) : एक बिन्दु ? लो। 0 तथा ? को मिलाग्रो तथा 0? को 2” तक 
इस प्रकार बढ़ाओ्रो कि 07 +-#07, (#:£0) माता 7” के नियामक (“, ॥/) हैं । 
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शांति 6.5 


तब ४ लय (क्यों?) 
(बज 
इन समीकरणों को सिश्त प्रकार लिखा जा सकता है : 
४ ८८ ४.8 -- 0.॥ 
9 «| 0.० --॥8.)॥ 
आव्यूह रूप से व्यक्त करने पर, हम देखतें हैं कि 


न 
४ / 0 ४ | ४ 
प ह ४. 0)_.- 
इसलिए, रेखाखण्ड 0? का विवर्धन आ्राब्यूह 0 पि ) न्नति से व्यक्त होता है । 
स्थानान्तरण (7४७8०59४०७) : स्थानान्तरण वह रूपान्तरण है जो बिन्दु ? को निश्चित दूरी पर 
निश्चित दिशा में स्थानान्तरित करता है | इसके प्रभाव से समतल में कोई विशिष्ट आकृति बिना अपने आकार 
और माप में परिवतेन के स्थानान्तरित होती हैं. (भ्राकृति 8.0 देखें) । 
उदाहरणस्वरूप, रूपान्तरण, 
्छज्न्श्नी 
9४5० ४-+-# 


हत हर 


शाकृति 6.6 


मारणिक तथा आब्यूह (मंद्िक्स) ]8] 


जहाँ # तथा # वास्तविक संख्यायें हैं बिखु (४, 9) को नये बिन्दु (४, |) में रूपात्तरित करता है| । यदि 8८% 
4, £+-४ तो एक वर्ग के शीर्ष 0 (0, 0), € (!, 0), ९ (।, !) तथा ४ (0, )), 0" (०++$, 0+-8), 
४ (--4, 0+8), ० (१-+-4, --3) तथा ४ (0+#, 3+ 3) अर्थात्‌ 0/ (4, 3); 7” (5, ७), 
(९ (5, 4) श्र #/ (+, 4) में रूपान्तरित होते हैं (आकृति 6.7 देखो) । 

यदि 0&#&] तब #*, ॥ तथा ।--# के मध्य स्थित होगा। इसी प्रकार यदि 0&॥&], 


7<.॥<--8 में स्थानांतरित होता है । उपयु कत स्थानान्तरण एक 3 ८७ ग्राब्यूह द्वारा प्रदर्शित किया जाता 
है जो निम्न हैं। 


कं "] 0 ४ है| 
(4 / हे । 0 4 ४8 (4 
7 / ६0 0+_. 4 


| 
है ता हे 

न्‍ँ 
(0 3) (5 3; 





प्राकृति 67 


उदाहरण 4 : # तथा ९ किल्दुओं के नियामक क्रमशः (2, 7) तथा (8, 3) हैं। रूपान्तरण | लि ४ पा ) 


की सहायता से ? तथा ७ को बिन्दु 0* और (* में रूपान्तरित करो । 
हल: माना बिच्दू ?* के नियामक (४, ४) हैं, तब 


02 0 5) 0] 


इस प्रकार, 2* के नियामक (--), --3) हैं। इसी प्रकार, यदि 0* के नियामक (४', ४) हों तो 
(६) क या 7 हर 


अतः ९ै* के नियामक (--४, --४ै) हैं । 
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हम देखते हैं कि, यह रूपान्तरण एक घूर्णन रूपान्तर है क्‍योंकि रेखा 0? तथा 00, 80? पर 
धुमाई जाती है (भ्राकृति 6:8 देखो) । 





झाकृति 6.8 


है. ् ९ ५ 0 
उदाहरण 2 : शीर्ष (0, 0), (0, ), (!, !) तथा (, 0) वाले वर्ग पर रूपान्तरण 0 __] ] का प्रभाव 
ज्ञात करो । 
अब, 


(0 -) (0)5०) 
अर्थात्‌ (0, 0), (0, 0) में रूपान्तरित होता है : 

07 00 2 कल 
अर्थात्‌ (0, ), (0,--]) में रूपान्तरित होता है, 

(0 _) (।) |.) 
ग्र्थात्‌ (!, )), (!,--!) में रूपान्तरित होता है और 

(0 _) (०)-१) 
अर्थात्‌ (), 0), (!, 0) में रूपान्तरित होता है । 

रुपान्तरण-संयोजन ((०कऋफुएडांपण्क ० ई7ब्काकागफाबातं०फ ) 


माना (०, 9), (४, ४) में रूपान्तरित होता है, जहाँ पर 


6छ-- 09 २ ४ || 
6%-- १३८८५ 


सार्रणक तथा आश्यूह (मेद्रिक्स) ]88 


आव्यूह-रूप में व्यक्त करने पर, हम देखते हैं कि 


600) (2) 
भ्रव माना (४, ४), (४, ४”) में रूपान्तरित होता है, जहाँ पर 


४ + वह चल 27 
कस 8ञा 7 (3) 


हल है 
(7) की सहायता से (3) को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है : 


2(०४ -- 9४) + १(०८--०५) सत» 
#(०४-- 99) +-0(०४-+-०५/) ७ ४ 


या, (76--५०)४+ (70 + 9०)॥ ++ ४ (8) 
(7०-- 30)»-- (४9 --88)# -+३/ 
2%-- (०... #0-- हूवे ो_ ्ि 
या, (न +36.. १89 -- 3 ) | | से (३ ] (6) 
70-- 9०. 97 न" [्‌्व प्‌ 
अत: ( 79-8०. #०-- | े 


श्रमीष्ट रूपान्तरण आव्यूह है, जो (४, ४) को (४”, ४”) में रूपान्तरित करता है । 


(2) तथा (+) से हम देखते हैं कि हि 
(५) (8 


कप ) 2 
॥ 4. & ॥ 6 ) 
(6) तथा (8) की तुलना करने पर, हम देखते हैं कि 
9 4 6 00 __ क०-५० $0-- 4५१ 
ह. 8 । | बढ #6-- 80 गम! 
इस प्रकार, (7) में दिया हुआ आव्यूह, दो रूपान्तरण श्राव्यूहों का, संयोजन प्रदर्शित करता है । 
उदाहरण 3 : सिद्ध करो कि मूल बिन्दु से जाने वाली किमी रेखा 0? का 80? पर घूर्णणन 90? पर दो 
घर्णनों के बराबर होता है। 
हल : वास्तव में, हमको यह दिखाया है कि 90” पर के घूर्णत को व्यक्त करने वाले आ्राव्यूह का उसी के साथ 


संयोजन आव्यूह ( कम ४ हा | से व्यक्त होगा। 


907 पर से घृर्णनों को व्यक्त करने वाला आव्यूह 
(३ 008 
परन्तु (॥ 8) ( 0-6 -) 
जो अभीष्ट हल है | | 


उदाहरण 4 : रूपान्तरण 5.' तथा 78 के श्राव्यूह ज्ञात करो, जहाँ 5, 60” पर घूर्णन है ग्रौर 7, ॥-प्रक्ष में 
परावतंन है । 


484 


हल : 


गणित 


5 का ग्राव्यूह 
| . ३9. 
पा 60?" -थां। 60? ५ 2 4] 
भा। 807 ०0०४ 607 2! ि तर 
हु 9 
पु पे (जा 0 है 
है तथा 7 का शभ्राव्यूह ॥ 0 ) है | 
इसलिए, रूपान्तरण 57 का आव्यूह निम्त है : 


3 /. हे] 
तन न 0, _ 9 + डे 

डे ] 0 ) कि 33 ] 
हु ट््ज 9: डे 


दूसरी तरफ, 78 का आब्यूह 


2 | ज्ड 


] उठ 3 #ड. 

्। 0 ठढ्रगण कु 90० 2) ब्र 
| 0... ॥3 । | ४53 | ४४३ ह८& है! 

है 2 8 2 


ध्यान रखें कि 80' तथा 7 के झ्ाव्यूह भिन्‍न हैं जिससे निष्कष निकलता है कि झूपान्तरण-संयोजन 
क्रमविनिमेय नियम का पालन नहीं करता । । 


प्रइनावली 6.2. 


2. यदि किसी आव्यूह में 24 अ्रवयव हों तो उसकी कितनी विमा (कोटि) संभव है ? थदि 

उसके १8 अबयव हों तो संभव कोटि ज्ञात करो । 
2, एक 3:८4 आव्यूह की रचना करो जिसके भ्रवयव ०,; निम्न हैं: 

(7) ०,२६४ +४ (४४) 4;ल्‍5४ - ४ 
(४४) 6,०४४ (0) ७॥ 5 पा 
/ घट 32४-- | __डि 2 

5” जा 2७75 80-५० [4 ) 

तो », ४, 2, ४ के मान्त ज्ञात करो । 


! & कनये कम 4. 8 (0-- हाट “3 
रा षदि [4 हर 8 _2 ) 2 2) 


तो निम्नांकित में से प्रत्येक को ज्ञात करो। 


6 अप ेओ (४) --24--8 + 0/ 
(४8) 4 + (४०) #-8-- 0/ 
की गज (७) (8--8)/, क्या (8॥+ 8) +२48/ +8/ ? 


सत्य है ? 
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5. यदि, 


है। है९/ 3 क॑ रा 6 
औौननन ++]े 0) ०) छू 9] ०७ ॥+|, 
व कन्‍9ी नए कै 8 

/--]. --+2 ] 
न का ] 
ब्् न 92 


तो निम्नांकिन में प्रत्येक को ज्ञात करो : 


(४) 28 -. 80 (४) 3-28 4-30 
(६४) (#--0)/ (7०) ४//-- 3" 

(०) (&--3--५); क्‍या (8 4-23+-()“-- 0 --73/-- (४ ? 
सत्य है ? 


6. श्रम्यास (?) से (०) तक के श्राव्यूहों को ओड़ी : 
५ 095 अयको, ! 3) ,... / 0 7 6 ४ 
शक (५ 5) / (। +2) (8) | ५ 8)+ _.) ५) 
५. (४. 6 9 प्‌ शी -+४ 0 
रा, | हा ि मु ) 22 (0 ४ )+६ 0. +>-४ ) 
(शो आर ऑफ गए 282 
गा |+ ) 


शो. कक 22% --2290 
7. निम्नांकित ग्रुणनफलों का अभिकलच करो : 


हा 


70 0 0 | 
(०४) (१ 0 ०) | 2 ] 
0. 0 0 8 


8, निम्नांकित का मान बताओ : 


७) [0 9)+5 (४ 9) (४ 6 ॥0) 


(७) ([ 9)+(६ 4)) (॥) 


]86 


70, 


१. 


३2, 


33, 


] 
(४०) (१  ॥) ( 
0 
दिखाओ्ो कि 


(0६३ 4) ( 7) 


॥ 9 98) /-]7 7१ 
(॥ (१ ] 0 0 +-] 
3 37] 0 “| 


5 


गणित 


8 --३ ) -] 
8.|7] 8 ५) 


0, /- 4 0, / 2 8 
क्रि 0 +ा ]] [07१ 0 
4/ | 82 3 4/ 9१7]0 


निम्तांकित आव्यूहों में प्रत्येक का व्युत्कम ज्ञात करो : 


७१0) ७९) 
0०) (_ ४) (ण) जा 


] 9. +>+& 
(४) | --१ $ 0 
0. -३ ] 


(४) ( 0 ) 


४५5) 
2५03 


आव्यूह-पद्धति से निम्तांकित समीकरण निकायों का हल ज्ञात करो : 


(४) 8७-90 #५ 
प१४-+- 3३३४-६३ 
(४9) 428---3 २ $ 
38-89 7 

(०) 2४-+-४+-४ कक 


४--2॥--» न है 


(४) ५2४ -- भ्रच्त +- 
32--49 न|छे 

(४४७) 82-+-9॥5२8 
3: न- 28 7८9 

(४४) ४--४-+-० नस 
98-ै- ४०-32 ४550 
श्न 8-४ क्ल2 


यदि, ० तथा 5 वास्तविक संख्याएँ और “ तथा 8, 3८2 कोटि के शआराव्यूह हैं ता 


ह॥/-- 825८9 
दिखाग्नो कि 
(४) ०(&+9) न ०७+ ० 
(8) (०+9)& नर ०ह+ 94 


श्राव्यूह-समीक रणों को हल करो : 


(0 (#) -* (० )( 8) 
# न आह 


(०१)+४-)(०)० 


(० 


सारणिक तथा आब्यूह (मेद्िक्श) 


4. यदि 8८- ( 


5. 


46, 


7, 


8. 


9. 


20, 


न 4 
] 2) त्तथा हर्व्न[ हा ।) तो क्या (४-+- 8) 


3 --2/ 8 -।- 3 सत्य है रे 


एक न्यास-निधि भें 30,000 रुपये हैं, जिनको दो विभिन्‍न प्रकार के ऋण-पत्रों में 


लगाना है। पहले ऋण-पत्र पर 5 प्रतिशत प्रतिवर्ष तथा दूसरे पर 7 प्रतिशत प्रतिवर्ष 
ब्याज मिलता है। आव्यूह-गुणन की विधि से ज्ञात करो कि 30,000 रुपये को दो 
विभिन्‍न ऋण-पत्रों में किस प्रकार विभक्‍त किया जाय क्रि सम्पूर्ण वाधिक ब्याज (७) 
800 ० (0) 2000 ₹० (०) 600 ० प्राप्त हो । 

तीन दुकानदार 5, 8, ० एक विक्रय केन्द्र में लेखन-सामग्री खरीदने के लिए जाते हैं। 
दुकानदार 2, 2 दर्जन अ्रभ्यास पुस्तिकाएँ, 5 दर्जन कलमें तथा 6 दर्जन पेंसिलें ख़ रीदता 
है | दुकानदार 8, 0 दर्जन ग्रभ्यास पुस्तिकाएँ, 6 दर्जेत्र कलमें तथा 7 दर्जन पे्सलें 
खरीदता है । दुकानदार ९, । दर्जन श्रम्पास पुस्तिकाएँ, !3 दर्जन कलमें तथा 8 दर्जन 
पेन्सिलें खरीदता है। प्रत्येक अभ्यास पुस्तिका का मूल्य 40 पैसे, प्रत्येक कलम का मूल्य 
,25 रुपये तथा प्रत्येक पेन्सिल का मुल्य 85 पैसे हैं । 

(०) इनमें से प्रत्येक व्यक्ति की खरीद को पंवित-सदिश तथा खरीद-मूल्य को स्तम्भ 

सदिश से प्रदरशत करो। 
(0) आव्यूह-गुणन की सहायता से प्रत्येक व्यक्ति द्वारा भुगतान होने वाली राशि ज्ञात 
करो। 

एक विशिष्ट सेण्ट्रल स्कूल के सहकारी विक्रय-केन्द्र में नवीं कक्षा की गणित की 0 
दर्जन, दसवीं कक्षा की गणित की 8 दर्जन तथा पाँचवीं कक्षा की गणित-परिज्ञात 
(एगरआंड्ठा)0 700. 778/067&905) की 5 दर्जन पुस्तकें हैं। इनमें से प्रत्येक का बिक्री 
मूल्य क़मश: 9.80 रुपये, 3.48 रुपये तथा 4.50 रुपये है। सभी पुस्तकों की बिक्री से 
विक्रय केन्द्र की कुल कितनी घनराश्षि प्राप्त होगी ? 

किसी बिरदु 4 के नियमाक (3, 3) तथा 9 के (8,5) हैं । & तथा 8 को भिस्‍्तांकित 
आ्राव्यूहों की सहायता से रूपान्तरित करो । 

(0 -.) 
0 +>+] 


(० (६ 8)७ (7 _)0७(5 0७ 
] 


00 0 व 


ष्ड ] कन भ्| क्तज आ 


प्श| 


से 
निम्नांकित ग्राव्युहों का प्रभाव, शीर्ष (0, 0), (3, 2), (2, 3) वाले त्रिभुज पर, ज्ञात 
करो : 


--]7 0 ॥ 0 4 0 
(०) [ 0 7) (०) | + 5५ | (०) (0 हि) 
प्रत्येक रूपान्तरण का प्रभाव ज्यामितीय ढंग से उल्लेख करो । 
मिम्नावित्त आब्यूहों का प्रभाव, शीर्ष (0, 0), (0, )), (१, )) तथा (१, 0) वाले 
वर्ग पर, ज्ञात करो: 


787 


488 | गणित 


ध्क 
(४) 


० रे 
रे 0 
(४) | कम | 
2. 46", 20? तथा 270" के घूर्णन के लिए ग्ाव्यूट़ों को लिखों । 
22. निम्नांकित रूपान्तरणों 8 तथा ! का संयोजन लिखों : 
(४) 8: 45” पर घृर्णन 
ए' ; #-प्रक्ष में परावर्तन 
(४) 8 : ॥म्रक्ष में परावर्तन' 
!'; 207 पर धूर्णन 
23. यदि, 8 [५ ४) तथा 8-- ( 3] 
हो तो, दर्शाइये कि (88) 7--877 8077 
(एक ही कोटि के वर्ग आव्यूह 8 तथा 9 के लिए (295)7<--0377/-7 व्यापक रूप 


पड | न है, 59 
< 
हल । 
कक 
जीरा 
+ 
जला. 
असर>प 
| 
पु #ा+ 
-+ ८ 
जा 
ीड 
(+ 
ि७9-ी, 
अंश 
द् क 
न्न् ८ 
किला 


में सत्य है ।) 
24, यदि, [6 |) तो 7 ज्ञात करो | 07 «- 7.0 -- । का सत्यापन करो | 
25, दिये हुए ग्ाव्यूहू 8, 5 तथा ७ के लिए, जहाँ पर | 
0 077 057 --]. 38. 8 
| 0 4 0।, 35» 0 0 6|तथा05| ) --३3 --४६ |, 
]00 0 00 | 3. 85 


दिखाओो कि (४) #जता... (४) 2४-८0. तथा (४४) 0१०0 

6.9 सारणिकों की उत्पत्ति, यूगपत्‌ रेखिक समीकरणों को हल करने की विधि से, हुमी | 00 ई० 
पूर्व #  भैनियों ने, दो श्रज्ञात राशियों वाले दो रैखिक समीकरणों को हल करने की एक विधि का उल्लेख किया 
है जो वर्तमान विधि के ही समकक्ष है। सारणिकों के लिए परिकल्पित पूर्वानुमान का प्रथम साक्ष्य, !7वां 
शताब्दी के लिए महान्‌ जापानी गणितज्ञ सेकी कोश्रा (5०४ 770७७) द्वारा 688 में लिखित पुस्तक टिका 
फणेंणातआं ॥० स0 में, मिलता है। फिर भी, सारणिकों के सिद्धान्त का प्रारम्भ, जी० डब्लू० (0. ए. 
7,अ०ए४0४) [646 --76] से माना जा सकता है, जिसने चीनीश्रों के समकक्ष ही युगपत्‌ रेखिक समीकरणों 
के हल के लिए एक नियम का प्रतिपादन किया । इस नियम का प्रवर्धन, एक स्वीस गणितज्ञ जी० क्रमर (५. 
070७॥8/) [!704---7852] ने, 700 में, किया । ।764 में, एक फ्रांसीसी गणितज्ञ ई० विजोट (7५, .99200॥) 
[!780---788] ने, इस नियम का सरल रूप, प्रस्तुत किया । सर्वप्रथम, सारणिकों का क्रमबद्ध श्रध्ययन' 77] 
में ए० टी० वाएण्डेरमाण्डे (8. 7, एश्शातशाज्राठ-००) [785--796] ने किया । 3772 में पी० एस० लाप्लास 
(?. 8. 7,७090०) [77490--827] ने, सारणिक को उप-सारणिक की सहायता से प्रसार करने की व्यापक 
विधि का, वर्णन किया । 7778 में, जे० एल० लागराज (व. 4.. ॥.७787/78०) [7786---88] ने, कोटि 2 
तथा ४ के सारणिकों का प्रयोग, समीकरण हल करने के अतिरिक्त दूसरे कार्यों में किया। काले एफ गीस 
(087 क, ७७७8) [777--858] ने, सारणिकों का प्रयोग, संख्या सिद्धान्त में किया । 


पारणिक गधा आह (मद्रिकती) ॥8॥ 


[0 एह० कोश (2, ।.. (४000) | ॥0--07], वह पुतला ल्रक्ति था, बिशने ग्रण़ो एक 
गोध पत्र में गारणिक शब्द का प्रयोग किया ग्रौर उसको गवाबर ४), ।॥।£ में फ्रेंच एकेडमी में प्रसुत 
किया | 

क्ोशी के ग्रतिखित, तारणिक मिद्वाल में जिसका महँ्वाए पोगदान है, बहू ग्री० जी जे जोडी 
(0 हे, हे, ॥000) [॥॥04--]9॥] है। जेकोवी के बाद, जे* जे? म्हवेस्टर [॥, /, शशीक्षाश) 
[॥4.-8॥| तथा 4२ केली (000 (॥ए७) (५-४४ ने भी झस पिद्वाल मे बहुत बृछु 
योगदान दिए हूं । 

तेस जोतैफ सगवेस्टर (8[4--]60॥), जो गणो कृतियों तथा ग्राविकरारों को कहा वा 
देने के तिए ग्रागकत मात जाती था, !850 मं, बृद्द पदों एवं छयंजकों को एक आयताकार विशयासत के हुप में 
उद्धृत किया । उसने, इस आयताकार विश्यास का वा प्राश्यह दिया । बीघ्र ही, करे गणितज्ों ने भी इसको 
पाणता दी कि ग्रात्यूहों का उपयोग सुगमता मे संख्याग्रों को किकृतित करे में रहायक है। इस दिशा हें, 
विशेष रुप से, सर विलिगग राबम हैमिल्लन [ज/ हक ह#0॥ 000) [80--]9॥] तथा 
ग्राथर केली (82/--8) दे वाम उल्लेखनीय हैँ । गर दैकिदत है, (80 में तथा आ्ार्थर कैसी के, !808 
?, ग्रह पिद्वालत में महा योगदाव दिए । 

यह कितना दिलचस्य तथ्य है, कि केशी ने !04 में वकावत पा विया चौकह वर्षों तक वकालत 
को | इन चौदह वर्षों में, केती ने, गणित में 200 तथा 000 के बीच शोध पत्रों को, प्रकाशित किया | उम्र 
से अनेक भ्रव बहुत चिरप्रतिष्ठित माने जाते हैं। 


प्रा्ूहों का उद्भव, मात्र मूचता सगहागार के झुप में हुआ था परलु आज आखाहों का, केवत 


गणित में ही नहीं वर्क जीव विज्ञान, समाज विज्ञात, अ्रशाल, ददाण्टम यांतिकी, मनोविज्ञान तथा संस्थिकी 
में बह उपयोग है। 


अध्याय 7 


निर्देशांक ज्यामिति 


हि भुभिका (फांए०१प्रट००) 


800 ई० पूर्व के करीब यूक्लिड (87०4) ने ज्यामिति पर अपनी पुस्तक लिखी) वहू ज्यामीतय 
संकल्पनाभ्रों को प्रमिगृहीती निकाय का स्वरूप देने वाला पहला व्यक्ति था। यूक्लिड की ज्यामिति में, मौतिक 
महत्त्व से प्रभावित कुछ विज्ेष स्वयं सिद्धियों पर आधा ते ज्यासितीय आाकृतियों का अ्रध्ययन्त किया गया । 


प्राचीन भारतीयों एवं ग्रीकों द्वारा प्रारम्भ में प्रतिपादित ज्यामिति में बीजगणित को विधियों का 
मुख्यतः कोई प्रयोग नहीं था । सच बात तो यह है कि यूक्लिड, शुल्ब सूत्र इत्यादि प्रतिपादित द्वारा ज्यामिति में, 
संश्लेषण विधि का प्रयोग कोई 800 वर्षों तक होता रहा जब तक कि फ्रांसीसी गणितज्ञ एवं दाशनिक रेने डीकार्ट 
(8७76 ॥008087088) [596-650] ने 637 में भ्रपनी पुस्तक 7.8 980॥॥७।70' प्रकाशित किया । एक दूसरे 
फ्रांसीसी गणितज्ञ पियरे डी फर्मट (शं७79 09 ॥७०००४) [60]-665] को भी निर्देशांक ज्यामिति के भ्रन्वेषण 
का श्रेय प्राप्त है। फिर भी उसने अपने कार्यो को प्रकाशित कराने की कभी भी चिन्ता नहीं की | उसके कार्यों की 
जानकारी लोगों को उसकी मृत्यु के बाद हुयी । डीकार्ट ने अपने ज्यामिति के भ्रष्ययन में बीजगणित के क्रमबद्ध 
एवं समुचित प्रयोग से विश्लेषणात्मक विधि को प्रस्तुत किया । उसने बीजगणित और ज्यामिति के अभिनव 
संगोग से कलनन की नींव डाली । बीजगणित एवं ज्यामिति का यह मिलाप विलेषणात्मक या निर्वेशांक ज्यामिति 
के नाम से जाना जाता है। दिलचस्प बात तो यह है, कि. डीकार्ट का विश्लेषणात्मक ज्यामिति पर प्रकाशित 
कार्य दर्शनशास्त्र की वृहद्‌ पुस्तक की एक परिक्षेष्रिका मात्र था | उसकी पुस्तक, निर्देशांक या विश्लेषणात्मक 
ज्यामिति का प्रथम लेखा, प्रादन करती है। | 

निर्देशांक ज्यामिति एवं हाई स्कूल में पढ़ी हुयी ज्यामिति की प्रक्रियाओं में भिन्‍नता है। इनमें से 
पहली ज्यामिति में, निर्देशांक पद्धति का प्रयोग होता है और वह बिन्दुपों, रेखाश्रों, वक्रों, कोणों एवं समतल में 
क्षेत्रफलों के श्रध्ययन को अन्तविष्ट करती है। 

निर्देशांक ज्यामिति के मौलिक विचारों एवं डीका्ट के स्वयं के योगनान की सहायता से, समतल 
में, बिन्‍्दुओं को वास्तविक संख्याश्रों के क्रमित युग्मों तथा रेखाओ्रों एवं वक़ों को बीजीय समीकरणों की सहायता 
से व्यक्त किया जाता है। प्रस्तुत अध्याय में, हम इन्ही तथ्यों का अध्ययन करेंगे । 
7.2 दिपएट रेखाखण्ड (07००४७० !॥796 $७६8707९7४) 


समतल ज्यामिति के अध्ययन में, हम किसी रेखासब्द की लम्बाई से ही सम्बन्ध रखते हैं। उसकी 
विशिष्ट दशा का उल्लेख नहीं करते | निर्देशांक ज्यामिति के अध्ययन में, लम्बाई और दिशा दोनों का ज्ञान 


90 
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आवश्यक है। जब हम किसी रेखाखण्ड कौ लम्बाई एवं दिशा दोनों का उल्लेख करते हैं तो उसकी दिष्ट रेखाखंड 
कहते हैं । 


परिभाषा 7.2.4 : माना, 0 तथा # एक समतल में दो बिन्दु हैं। तब रेखाखण्ड 08 जो, 0 से # तक निर्दे- 
शित है, दिष्ट रेखाखण्ड कहलाती है। 


उपरोक्त परिभाषा के ग्राधार पर, 085७5: -- 04, 
कार्त्तीय निर्देशांक पद्धति ((87९&/28० (ि०००तांघ2४6 595४श७) 


कार्सीय निर्देशांक पद्धति, या प्रायताकार निर्देशांक पद्धति, जिसका नामकरण महान फ्रॉसीसी 
गणितज्न रेने डीकार्ट के लाम पर हुआ है, का श्रा'्पर परस्पर लम्बबत्‌ दिष्ट रेखाओं का थुग्स है, जिन्हें निर्देशांक 
अ्क्ष (००००१॥७॥७ ४:०४) कहते हैं | क्षेतिज रेखा को *-श्रक्ष, ऊर्ध्याधर रेखा को #-श्रक्ष तथा उनके प्रतिच्छेद 
बिख्दु मूल बिन्दु (०छंछ्ठ४ण) हैं। दोनों भ्रक्षों के क्रमशः दायें तथा ऊपर की तरफ धनात्मक दिशा लेने की 
प्रथा है । 

माना #फ तथा ४४ निर्देशांक भ्रक्ष है, जो ब्विन्दु 0 पर प्रतिच्छेद करते हैं। माना, समतल में ? 


कोई बिन्दु है। ? से औ हे तथा ईंट श्रक्षों पर उनसे क्रमशः 'ध तथा 7 पर मिलाने वाले लम्ब एह तथा 
एप ख्ींचो (चित्र 7.] देखें) । 





ग्राकृति 7.7 


दिष्ट रेखा खण्ड 006 की लम्बाई, जो »-अ्रक्ष पर चुनी हुयी स्केल की इकाइयों में वापी जाती है, 
? का भ्रक्ष अ-निर्देशांक या भुज (39४०ं55०») कहलाती है | इसी तरह, दिप्ट रेखाखण्ड 0 की लम्बाई, जो 
#-प्रक्ष पर चुनीं हुयी स्केल की इकाइयों में नापी जाती है, का #-निर्देशांक या कोटि (०एकंप४६०) कहलाती 
है। यदि, 0/ तथा 0ऐ की लम्बाई क्रमशः तथा $ हो तो निर्देशांक भ्रक्षों के सन्दर्भ में, समतल में बिन्दु 
» की स्थिति को वास्तविक संख्यात्रों के क्रमित युग्म (2, ४) से निर्धारित किया जाता है | कोष्ठक में भुज 
को पहले लिखने की परम्परा है। » तथा 9 संख्याप्रों का युगम (2, #) बिन्दु 2 के निर्देशांक कहलाते हैं। 

एक बार निर्देशांक अजों को चुन लेने के बाद, समतल का प्रत्येक बिन्दु, संख्यात्रों के एक भ्रद्वितीय 
क़मित युग्म के, तदनुरूपी होता है और विलोमतः संख्याओं के प्रत्येक क्रमित युग्म के तदनुरूपी समतल में एक पद्वितीय 
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बिन्दु होता है। उपरोक्त तथ्य, बीजगणित की विधियों को ज्यामिति के अध्ययत में प्रयुक्त करने में 
सहायक है। 

ध्यान रखें कि, दोनों अक्ष समतल को चार चतुर्थाशों ((०४५7७४॥७) में विभकक्‍त करते हैं। श्राकृति 
72 में, 08 को घनात्मक #श्रक्ष, 05" को ऋणात्मक >नअक्ष, 0४ को घनात्मक #-श्रक्ष तथा 0५” को 
ऋणात्मक ४-श्रक्ष लिया गया है । चतुर्थाशों 50४, ४05९, #0४' तथा ४05 को क्रमशः, , 7, ता, 
तथा 9 चतुर्थाश कहते हैं। परम्परागत रूप से, पहले चतुर्थाश में, दोनों निर्देशक धनात्मक, तीसरे चतुर्थाश 
में, दोनों निर्देशांक ऋषात्मक, दूसरे चतुर्थाश में, »-निर्देशांक, ऋषणात्मक तथा ४-निर्देशांक घनात्मक तथा 
चौथे चतर्थाजञ में, & निर्देशांक, धनात्मक एवं #-निर्देशांक, ऋणात्मक लिया जाता है (आकृति 7.2 देखें) । 





शआ्राक़ति 7.2 


इस प्रकार, बिखु (3, *), (-!, 3), (८-5, --7) तथा (5 -9.)) क्रमशः पहले, दूसरे, 
तीसरे तथा चौथे चतुर्थाशों में श्रवस्थित हैं | धन तथा ऋण चिन्‍्हों की परम्परा, भुज तथा कोटि की उपरोक्त 
वर्णित दिष्ठ रेखाशों के पदों में दी गई परिभाषा पर आ्राधारित है । धनात्मक दिशाओं को मूल बिन्दु से दाहिनी 
एवं ऊपर की तरफ नापा जाता है । 


7.3 दो बिल्दुओ्नों के बीच की दूरी 


हमें दो बिन्दुओं के बीच की दूरी ज्ञात करने की झ्रावश्यकता होगी। इसके लिए, हम एक सूत्र की 
स्थापना करते हैं । बिन्दु ? (४, ४) से हमारा तात्पय उस बिन्दु से है जिसके निर्देशांक « तथा $ हैं । 
प्रमेय 7.8,/ ; ? (७,, 9) तथा ९ (०५, 9५) को जोड़ने वाले रेखाखण्ड 20 की लम्बाई, 

0०० (७-०५) + (४४-०9) (7) 
से दी जाती है, जहाँ पर वर्गेमूल को धनात्मक लिया जाता है । 
उपपतति : माना, आकृति 7.8 में दिखाये गये कोई दो बिन्दु ? (&,, ७) तथा ९ (७, ४५) हैं । ? से होती हुयी 
एक रेखा &-अक्ष के समान्दर तथा ९ से होती हुयी एक रेखा 9-श्रक्ष के समान्तर खीचो । माना, उनका प्रतिच्छेद 
बिन्दु  है। ४ के विर्देशाक, स्पष्टतया (७७, 9) हैं। समकोण ७०४8७ में पैथागोरियन प्रमेय के प्रयोग से 
हम देखते हैं कि, 
(2५)/-(४8)7+ (80)/ या 29८ $८४६)- केढे)ः 
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ग्रब, एड8-००५ + 88- --०+५ 
तथा 80-5 &8 + 80-- -- ५, + ४४ 
श्रतः 90३+-- 4 2) -+- (७४-५४) 


॥ & 





श्ाकृतिं 7.3 


करणी से कोई भी चिन्ह सम्बन्ध नहीं किया गया है क्‍योंकि, हमारा ध्येय दूरी का संख्यात्मक मान 
जशञात करना है, उसकी दिशा नहीं । हम समीकरण () को दूरी-सूत्र (#४६४7०० #०एम्ण्च्चौं०) कहेंगे । 
यदि, उपरोक्त सूत्र में, एक बिन्दु मूल बिन्दु 0 (0, 0) तथा दूसरा बिन्दु 0 (», ४५) हो तो 
00७ ७»%/ -- बी 
इस प्रकार, किसी बिन्दु ? (४,'४) की मूल बिन्दु से दूरी 
07- %»- 9६ है। 
उदाहरण  : बिन्दुओं (६, 5) तथा (--9, 2) के बीच की दूरी ज्ञात करो । 
हल : हम ($, 5) या (--&, 2) में से किसको ? चुने, यह महत्त्व नहीं रखता क्योंकि, चयन का विकल्प 
केवल (४४-४५) तथा (४५-७४) के चिलहों को प्रभावित करता है । यदि, हम (4, 5) को 0 लें तो 
20% %/(४४-श)+ (॥४- शो 
नस ४ [4--(-अओ्किह- 99 
च्य्ड 8 ५4--3)2-- (8) 


*  पी+ छः 
उदाहरण 2 : सिद्ध करो कि, बिन्दु (4, 4), (3, 5) तथा (--, --) एक समकोण निभुज के शीर्ष निर्धारित 
करते हैं । 
उपपत्ति : माना, बिन्दु (4, 4), (3, 5) तथा (--, -- ) क्रमदाः ?, 0, तथा हे बिच्दुओं को ज्यक्त करते हैं । 
तब 


9९० ४ छ-क क-यध> ५5 


तथा ए8- “छोड़ [77 छकु> /छ 
चूँकि 0४-- हि? -- 7200१ इसलिए पैथागोरियन प्रमेय के घिलोम से, हम इस निष्कर्ष पर पहुंचते 
हैं कि दिया हुआ त्िभुज एक समकोण त्रिभुज है जिसमें कोण ? गमकोण है । 
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प्रद्नावली 7./ 


], बिन्दुओं के निम्तांकित युस्‍्मों में से, प्रत्येक युग्म के बीच की दूरी ज्ञात करो : 
(४) (-- , -#) | (8, 5) 
(४). (6 ००४ ८, 6 थ0 ०), (% 008 3, ५ 87 8) 
दूरी-सूत्र की सहायता से, सिद्ध करो कि, निम्नांकित बिन्दु-समूहों में से प्रत्येक समूह, 
एक समकोण त्रिभुज के शीर्ष बिन्दु हैं: 
6) ( ५ ») (8,-?), (>» ४) 
(४) (-2 9), (8,-29), (-#-) 
8. दिखाओ कि, प्रत्येक त्रिभुज, जिनके शीषे बिन्दु मिम्तोकित हैं, समद्विबाहु त्रिभुज हैं : 
(0) (8, 9), (5,--)), (0०) 
(४) (0, 0), (- 9) (४, 3) 
4. यदि, 8, 0, ॥8, क़मशः (0,--), (, 3) तथा (», 8) हों तो « का मान बताएं 
जब कि, ? 0२-0४ 
>भ्क्ष का कौन सा बिन्दु, (7, 6) तथा (--3, 4) से समदूरस्थ है ? 
6, यदि (४, ४), (0, --0) तथा (2, 3) से समदूरस्थ है तो «& तथा 9 के बीच सम्बन्ध 
स्थापित करो । 


र् 


प्ग 


7.4 रेखाखण्ड का विभाजन-बिस्दु 
प्रश : 7,2./ माना, 2 (0, |) तथा ४, (०५, ४४) को मिलाने वाली रेखा है। ९; है शोर ? (७, ४), 






श्खा 0.7 ? 
रेखा 72,0, पर ऐ तथा ?, के बीच एक ऐसा बिन्दु है कि, 29 _४प तब 
7279, #४ 
हत्ल डियिपीशिया , 0०० 27 नी 789 
कर्न-8५ 904 | ॥05 
जान 
डि ७४ )2.. 8 
। 
। 
5४9%99५09७४४ 2४5 -]००२२ 
4, (५3, ॥॥) । 
3) 3, ] 
॥ 
। 
| 
पी जी कक पक लक 


४! ४। (४॥५ 0) (रा (2५५ 0) दर] 


आकृति 7.4 
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उपपत्ति : आक्षति 7.4 में दिखाये गये भाँति, 0,र्त, 08, तथा ९, रेखाग्नों को #-प्रक्ष के समांतर ल्ींचो 
ताकि वे >-अ्रक्ष के ४, तथा ऐ पर मिलें। देखते हैं कि, 
00 जतछड, + मशिल्‍्क 
0४ ज>ड , ए॒ +१ 
00,०४५, ५» 2 9५ 
ए,0, तथा ?0 रेखायें 05% के समान्‍्तर इस प्रकार खींचो कि वे 'धष्ट तथा ',९, से ९॥, तथा ७ पर मिलें। 


तब, 
9055 ४, ४ -- 00 -.. 008, २+-४--०॥ 


70 +->धश,- ४0 +- 09, ८ ०७, --» 
ऐरि ब्लरैकि --- 0] २२५४-- ५) 
8९, सन, --ह (३ २ ॥३-- १ 
समझरूप त्रिभुजों 2२ तथा ?0 ९, से, हम देखते हैं कि, 
%.__ शा: ३ _ (४-+») 


इसलिये, 9५ (20 -- ४) 5२०१७ (४--»।) इससे हमें, 
%0%॥ -- ४02: 
॥4%; -- 20:४४] प्राप्त होता है। 
470, -++ १४४5 


2909 77088 
इसी तरह, हे न, 

ध्यान रखें कि, हमने यहाँ पर उस स्थिति पर विचार किया है जब ४, 9, तथा ४, के बीच 
अवस्थित होता है श्र्थात्‌ 


ए, ९९, का दिये हुए अनुपात में आन्तरिक विभाजन करे । 
ग़ब हमें उस स्थिति पर विचार करना है जब ९, ?,, तथा 2, के बीच अवस्थित नहीं होता । 


न मल 3 
यदि, बिन्दु ?, रेखा 97?, का उसी अनुपात में बाह्म विभाजन करें प्रर्थात हा “४ ती उसके निर्देशांक 
8. कद 
निम्नांकित होंगे : 
श्वसन 2, तथा 0 वन 2 7४४ 
40] --- १7९५ ॥83-- १४५ 


[पाठकंगण, उपरोक्त विधि से श्रग्रसर होकर » तथा ५ के उपरोक्त व्यंजक प्राप्त करें ।] 


उपरोक्त प्रमेय की एक विशिष्ट दक्षा में, ९,९, के मध्य बिन्दु के तिर्देशांक निम्तांकित होंगे : 


"०५ क ।+ १५ 


कसर तथा ५5 ४.७४ (क्योंकि, % ८१०७) 


उदाहरण 4 : 4 (8,--4) तथा 8 (--3, 2) से गुजरने वाली रेखा पर एक बिन्दु रेखा ज्ञात करो, जो & 
से 5 के दुगूनी दूरी पर है। 
हल : स्पष्टतया, ऐसे दो बिन्दु 6, तथा 5, हैं जो दी हुयी शर्तों को संतुष्ट करते हैं (आकृति 7.5 देखें), &,, के 
निर्देशांक ज्ञात करने के लिए, (88 का आन्‍्तरिक विभाजन बिन्दु) हम & को ?। ऊ को 9, तथा 
88 >5 2, ॥४५---] ले सकते हैं ! प्रमेय 7.4.) की सहायता से हम देख सकते हैं कि, 
बब्न 2) 44778) 67-60 7 
प्रीप+ 


ः 3 
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र (8,६- #) 


आकृति 7.5 


५ ] हैँ 
इस प्रकार, ५, के तिर्देशांक (-- ८, 0) हैं । 


29 (8 का वाह्म' विभाजन बिन्दु है) के निर्देशांक (४, 9) ज्ञात करने के लिए, दिए हुए प्रनुपात 
को ऋणात्मक लेना पड़ता है। हम ?ै। तथा ?५ को ठीक वैसे ही चुनते हैं परन्तु इस दक्शा में, #॥5«--2 
तथा ४०५८०) लेते हैं । ह 

तथा. 8४5८ न 42 कल (2) 8 

अतः ४, के निर्देशांक (--!, 8) हैं। छात्र श्रासानी से सत्यापित कर सकते हैं कि, चयन %, 5२2, 
शिक्षत्त - या तू - 0, १४7०७ भी वही परिणाम प्रदान करते हैं। मुख्य वास्तविकता, जो उल्लेखनीय 
है, वह यह है कि 





--2, 
गा 
यदि, प्रमेय 7.4.] में, अनुपात -+ एक ऋणात्मक संख्या हो तो विभाजन बिन्दु सर्वदा वाह्य 
विभाजन बिन्दु होगा । 
उदाहरण 2 : वह हे ज्ञात करो, जो (६, --0) तथा (!9, 5) सिरों वाले रेखाखण्ड को समद्विभाजित 
करता है । 
हल : यदि, मध्य बिन्दु के निर्देशांक (», ५) हों तो प्रमेय 7.4.) की विशिष्ट दशा को सहायता से, 
ली हम 
सत्जजु+ 


निर्देशांक ज्यामिति 


प्रत्नावली 7.2 


प्रत्येक रेखाखण्ड के मध्य बिन्दु ज्ञात करो, जिनके सिरों के मिर्देशांक, प्रश्नावली 7.] के 
ग्रभ्यास । ($) तथा (४) में बिन्दु युग्मों से व्यक्त किए गए हैं । 

एक वृत्त के व्यास का एक सिरा (2, 3) पर तथा उसका केन्द्र (--2, 5) पर है । इस 
व्यास के दूसरे सिरे के निर्देशांक क्‍या हैं ? 

दिखाओ्रो कि, बिन्दु (0, 3), (6, 0), (4, !), एक रेखा पर श्रवस्थित हैं । 

यदि, बिन्दु (3, --2), (», 2) तथा (8, 8) एक रेखा पर अवस्थित हों ती » का 
मान बताओ ! 

प्रदन 5 तथा 6 में, उस बिन्दु के निर्देशांक ज्ञात करो, जो » से ९ तक के खण्ड को 
दिए हुए अनुपात में विभक्‍त करता है । 

? (5, --2), 0९ (9, 6) ; अनुपात 8 से ! 

९? (-7, 29), ९७ (--!, --)) ; अनुपात 4 से 

एक चतुभुज के शीषष, (, 4), (--2, 3), (0,--)) तथा (3, 9) पर हैं। 
दिखाओो कि उसके विकर्ण एक दूसरे का समद्विभाजन करते हैं। 

सिंकेत : दिखाग्रो कि, दोनों विकर्णों के मध्य बिन्दु एक ही हैं] 

उस त्रिभुज की माध्यिकाओं का प्रतिच्छेद बिन्दु ज्ञात करो, जिसके शीर्ष (--, 0) 
(5,--2) तथा (3, 2) हैं। 

यदि, किसी त्रिभुज के दो शीर्ष (--, ४) तथा (5, 2) पर हों और माध्यिकायें 
(0,--3) पर भिलती हों तो उप्त त्रिभुज का तीसरा शीर्ष ज्ञात करो | 


7.5 रेखा की प्रवणता (8096 ०९ » ॥४८) 
निर्देशांक समतल में, कोई रेखा या तो »-ग्रक्ष को प्रतिच्छेद करती है या उसके समान्तर होती है। 
परिभाषा 7.5. : एक रेखा का आनति कोण (ड्ण्ट्टॉढ ० उंश्गांजशपंग०्छ) या साधारणतया भ्रानति, 
(#एव्शत्रध॑ं०म) कोण का वह माप है जो वामावत॑ दिशा में रेखा भौर »-अ्रक्ष के बीच होता है। 
प्राकृति (7.6 (6) तथा 7.6 (6) में,-भ्रानति को » से दर्शाया गया है। 





झाक्ृति 7.6 
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यदि रेखा »-अक्ष का प्रतिच्छेद नहीं करती अर्थात्‌ यदि रेखा »-अ्रक्ष के समान्तर हो या यदि यह 
»-अक्ष के संपाती हो तो रेखा की आनति शून्य या 80", रेखा की दिशा के अनुसार होती है। 

ध्यान रखें कि, प्रवणता (80०७०), रेखाखण्ड की दिशा से स्वतंत्र होती है अर्थात्‌ प्रवणता 48 -- 
का «चना (807 --०) ++प्रवणता 34. 
परिभाषा 752 ; एक रेखा की प्रवणता %, जिसकं। आनति «, 90" या 70" के न बराबर हो, तो «४ ७ से 

परिभाषित करते हैं। 907 या 270" श्रानति वाली रेखा की प्रवणता परिभाषित नहीं है । 
जवाहुरण 8: यदि, एक रेखा की भ्ानति 45” हो तो उसकी प्रवणता %, १४८८ ६७४ 46” >>] से व्यक्त 

होती है । 

यदि, रेखा पर के दो बिन्दुओं के तिर्देशांक ज्ञात हों तो,.हम प्रवणता को बिन्दुओं के निर्देशांकों के पदों 
में ज्ञात कर सकते है । 

माना £ एक सरल रेखा है जो $-प्रक्ष के समान्चर नहीं हैं। माना रेखा ? पर, दो सुव्यक्त बिन्दु 
(2५, 0) तथा ९ (०५, ॥५) है (आकृति 77 देंखे) । माना / की आानाति ? है । 






(0५: ४शे 







।2(8॥ ५१) ; 
४ (५७, )) 





(भे 


श्राकृति 77 


£ से गुजरने वाली क्षैतिज रेखा तथा ९ से गुजरने वाली ऊर्ध्वाधर रेखा के प्रतिच्छेद बिन्दु को 7! 
से प्रदशित करो । श्रतः इसके निर्देशांक वहीं होंगे जो श्राकृति में दिखाए गए हैं। तब भब्राकृति 77 (७) में, 
कोण )(९५,.० के बराबर होगा। 

इस प्रकार 

ः सवाल नहर 609 __ हा 

80 6-6 ७॥ ( 0) ++ 4 बा कलम 

आकृति 77 (8) में, रेखा की आतति भ्रधिक कोण 8 है. और चूँकि 8 तथा ८ ध?(0 एक दूसरे के 
सम्पूरक हैं, इसलिए, 





£ 52 4 शक: 
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परिणामस्वरूप, हम देखते हैं कि, 0 (2/, ४,) तथा ७ (४5 9५) से गुजरने वाली रेखा की प्रवणता 
४ भिम्न प्रकार दी जाती है : 


गा जून 27703 हि 
४9-०० 7 
इस प्रकार, हम निम्नांकित प्रमेय सिद्ध किया है : 
प्रभेय 76. ; यदि # (», ४४) तथा ९ (०५, /७) रेखा / जो #-अ्रक्ष के समान्तर नहीं है, पर दो बिन्दु हो तो 
/ की प्रवणता जो # से प्रदर्शित होती है, निम्न प्रकार दी जाती है : 


(आर ८, 
श८5 ० --->,. आज 
82-7० था 


यदि, »;5८०»३ तो % परिभाषित नहीं है । उस द्णा में रेखा ४-पग्रक्ष के समान्तर होती है । 

ध्यान रखें कि, प्रत्येक वास्तविक संख्या # एक रेखा की प्रवणता हो सकती है क्योंकि, एक ऐसा 
कोण ० ज्ञात किया जा सकता है कि ॥आ॥ ७ -+% तथा (0, 0) और (7, #%) को मिलाने वाली रेखा की 
प्रवणता % है । 


धबाहरण £. माना बिन्दुओं ९ (2, 3) तथा ९ (4, 9) से निर्धारित होगे वाली रेखा ! है । तब ॥ की प्रवणता 
% निम्न प्रकार दी जाती है: 


9-3 
(८ | अल्पक ञ्ब्न्छै 
उदाहरण 2. बिन्दुओं ? (4, 6) तथा ७ (2, 2) से निर्धारित होने वाली रेखा की प्रवणता % निम्त प्रकार से 
' व्यस्त होती है : 
१ 0 व्यू ++3 
ढ्रैटक्रू 


7.6 समास्तर तथा लंब रेखाएँ (ए-ब्राल ककते एशफुल्पतांट्णांबछ 8०४) 


माना, £ तथा & दो रेखाएं हैं जिनमें से कोई भी %-अ्रक्ष के समान्तर नहीं है। यदि, रेखाएँ चित्र 
7-8 में दिखाये गए भाँति, समान्तर हैं, तो उनके आानति कोण ०; तथा ०, बराबर होंगे और परिणामस्वरूप, 
॥ ०३ -+ शा ७॥ प्र्थात्‌ % सर शाई- 





शाहृत्ति 7.8 
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विलोमत : यदि रेखाश्ों की प्रवंणता समान हो अर्थात्‌ ४०७३ --७7०७५ ती ०व 5०५ या ०३८८ 
80" -- ०५ । दोनों दशाझ्रों में, रेखाएँ समान्तर हैं। इस प्रकार, हम निम्नांकित प्रमेय सिद्ध किए हैं : 
प्रमेय 767 : दो रेखाएँ (#-अ्रक्ष के समान्तर नहीं) समान्तर होती हैं यदि और केवल यदि उनकी प्रवणता 

बराबर हो । यदि, रेखा #-प्रक्ष के समान्तर हो तो उसकी प्रवणता परिभाषित नहीं होती है। 

यदि !,, तथा ४ रेखाएँ लंबवत्‌ हो तो « तथा ०५ में 90? का अन्तर होता है (क्यों !) आकृति 7-9 
में, ०४३5 ०४: 90", अतः ६७ ०५ स्थ्य) (०:-- 907) 

यदि, हम धनात्मक चिन्ह लें तो हमें 

$800, +-+ --00+ ७ चने ++ -.. प्राप्त होता है । 

+$87) ०१ 
यदि, हम ऋषणात्मक चिन्ह लें तो 
॥80५ -+ शा (०7--90) न “नाश (90 --०३) कर -+००४०५ 


चूँकि 90 ०, ८८१४३ तथा ६७7 ८। +-+#० 


इसलिए, 





विलोमत : यदि, | शिदन्‍्न ्क 


40] हि 
तब (६७7 ०, नू --०0 ०4 तथा ०५5००३--9०१। 
परिणामस्वरूप, रेखाएँ लंबवत हैं| इस प्रकार, हमने निम्नांकित प्रभेय सिद्ध किया है . 

प्रमेय 776-2 : दो रेखाएँ (#-प्रक्ष के समान्तर नहीं) लंबवत्‌ हैं यदि श्ौर केवल यदि उनकी प्रवणताएँ #%,, १०५ 
समीकरण #॥ ४५८८ --) को सन्तुष्ट करे | यदि, उनमें से एक की प्रवणता अपरिभाषित है ता 
वह #-अक्ष के समान्तर होती है । झौर इसलिए लम्ब रेखा की प्रवणता शुन्य होती है तथा #-सक्ष 


के समान्तर होती है । 
उदाहरण : दिखाओो कि, (0, 0) तथा (2, 3) से जाने वाली रेखा, (2, --2) तथा (6, 4) जाने वाली रेखा 
ह के समान्तर है । 
उपपत्ति : पहली रेखा की प्रवणता, 
गम ४४79 2 35700... 3 
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चूंकि, प्रवणताएँ बराबर हैं, इसलिए रेखाएँ समान्तर हैं । 
उदाहरण 2 : सिद्ध करो कि, (--2, 6) तथा (4, 8) से जाने वाली रेखा, (8, 78) तथा (4, 24) से जाने 
वाली रेखा पर लम्ब है। 





उपपत्ति : यहाँ पर शक चर ५455 मम 
प्रपात्ति : 7 8॥ इूटएओआ 
24 -- ]2 
था, 84 पदय >०+>.._लबह2€लुलुलु]...]. ++६ «+ 5) 
५४ 8 पर. 5३ 


चूँकि %,॥० ८० --] इसलिये रेखाएँ परस्पर लम्बबत्‌ हैं । 
7० प्रतिच्छेदी रेखाश्रों से नामित कोण (4फट्टा०६5 #०-कर्त फ़ज 4७४९४5९९६णट्ट ॥96७ ) 
हम, कोई दो अ्र-लंबवत्‌ रेखाओं ६ तथा & पर विचार करेंगे, जिनमें से कोई भी $-अ्क्ष के समान्तर 
नहीं है। हम 4 तथा & रेखाभोों के बीच के कोण के लिए सूत्र की स्थापना करेंगे और इस कोण का माल 
प्रवणताओं के पदों में ज्ञात करेंगे । 
& तथा £& रेखाओं के बीच का कोण या तो न्यून होगा या श्रधिक (भ्राकृति 7*0 देखें) । 
मय | 
[ 





(४) (0) 
झाकृति 7:0 
चूँकि ०५ उस त्रिभुज का बाह्य कोण है, जिसके विपरीत श्रान्तरिक कोण ८५ तथा # हैं, इसलिए 
आकृति 7.0 (७) से, हम देखते हैं कि, 
७५ ८२०) -- 0 
अतः 9--०,-- ५५ 
का ०,-- 907] ०५ 


तथा का) 0--का (०३--०] )न्न कह पलक छ 
६] पु 


_.. _8--शैथ 
इसलिए, 67 6 --- गा 
जहाँ पर धा ++छा) 04, तथा ४३ ८ ०५ 
प्राकृति 7.0 (४) से, हम देखते हैं कि, «,८२०,-+ (१:--0) 
क्योंकि (६४--0) तथा ०५ उस त्रिभुज के आन्तरिक कोण हैं, जिसका विपरीत बाह्य कोण ५६ । इसलिए, 
0--७३--०४ नै 5: 
ऐश 0 [#-- (०,-- ०५) 5-७ (०,-- ०२) 
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फछ ०५ -०- 97) ०7 
40 ५  !व 
इस प्रकार, कक 0-८ आर हा 
इस प्रकार से, हमने निम्नांकित प्रमेय सिद्ध किया है | 
प्रमेण 7.7.7 : तथा ६ रेखागं के बीच के ध्रनात्मक कोण 0, जह पर उनकी प्रवणतायें क्रमश: १8 «80 ०५। 
तथा ॥४, -- 87 ०५ है, को निम्न समीकरण से व्यक्त करते हैं : 


कैश) 0-- पा ( ] ) 
नशा 
हम देखते हैं कि 
रब, यदि, दो रेखायें एक दूसरे पर लंब हों तो 


] रे 
शधत्त- ८ भ्र्थात्‌ ।-- 0५ ४४४८-0० | इस प्रकार इस दशा में 
2 
90५ -- १४३ 


३ +- शप१ 


(छत. 0+-८ 


परिभाषित नहीं हैं। 
पा, यदि रेखायें समानन्‍्तर हैं तो ४थ नम%% 

ध्यान रहे कि, संख्यात्मक उदाहरणों में 880 ४ का मात कभी-कभी ऋणात्मक आता है। इसका 
सिफफ ग्र्थ यह है कि, न्यून प्रतिच्छेदी कोण प्राप्त करने की जगह इसके सम्पुरक कोण को प्राप्त किया गया है, 
जो उन्हीं रेखाओं का ही प्रतिच्छेदी कोण है । 

व्यवहारतः इस परिणाम को सर्वेथा धन चिन्ह के साथ ही लिया जाता है। श्रगर ऋण चिन्ह झा रहा 
हो तो उसको छोड़ कर धन चिन्ह ही लिया जाता है । इस प्रकार, रेखाओं के बोच न्यूनकोण प्राप्त होता है ' 
उदाहरण 8 : यदि, एक त्रिभुज के शीर्ष 0 (--2, 7), 5 (2, 3) तथा 0 (--2, --*) हों तो कोष ४ 

ज्ञात करो । | 
हल :.. माता, 84 तथा ४0 क़मशः 7 तथा ४ रेखायें हैं । तब सूत्र (3) भ्रभीष्ट कोण देगा । 

(श्राकृति 7.) देखें) 





श्राकृति 7.3 


निर्देशांक ज्यामिति 


]-- 3३ है 
तब, शैेपत+--८ दर न जा 
जाई 7 
१0६ से द्र छा ञय्बु ऊँ 
ह। १्‌ 5 
क 28 ६ 2५ 
6 अप 5. 
24 2 8 


इस प्रकार, < 35 £< 30? 48 | 


॥। 
उदाहरण 2: यदि, शक्षल्८ है 38॥ व्म यू हो तो %॥ का मान ज्ञात करो । 
ले! सूत्र किय 0--०- शा से हमें 
पे ि 4 -|-॥॥] .१४४ ष 
कमल चिता 2८८2] 
कक्षा) हि ध्ल्क 
४((/ 
8. कक 
9 
.---297 
प्राप्त होता है। या, ३3 असम 
होता है डा, 
इसलिये, क्र ता -+ रे ] 


7.8 त्रिभुत्र का क्षेत्रफल (7०७ ०४ & 7ण्पं४ण्टोौ७) 

अ्रब, हम तरिभुज के क्षेत्रफल के लिए, उसके शीर्षों के निर्देशांकों के पदों में, एक सूत्र की स्थापना 
करेंगे । माना, 490 एक त्रिभुज है जिसके शी 4 (७५, 03), 3(०७, ७७) तथा 0(४७, 86) हैं । जैसा कि भ्राकृति 
7.2 में दर्शाया गया है। 





झाऊृति 72 


#7,, 0५ तथा 50 कोहठियों को खींचों । 
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/$ 230 का क्षेत्रफल न्‍+ समलंब 2४0 का क्षेत्रफल | समलंब (७४४४४ का क्षेत्रफल >-समतल का 
क्षेत्रफल 
डे हा (8,00७) ॥.0-- ञ्र (0-89), शा -- रे (3-89) ।छ _ 
प्‌ ]॒ ्‌ 
सते--- (छा नै 93) (४३-०५) न (#४र्न- 9५) (०५ कक 23) हि 2 (छा --9५) (४५--०,) 
है 9 9 
|| 
झ्ल्ल द्भ ((#न- 953) (28 नस्ल &) ्नः (95 -+%) (४५-०४) बज (१ न 9५) (%५ ्त »)| 
न ढ़ फ 4 (8४ -+-9४3) ने ४2 (23-78 ) +०( ्ड ५५»)] । 
इसको सारणिक के रूप में व्यक्त करने पर, 
क्र (4 र्‌ 
64४80 का क्षेत्रफल #+ 'हू। 89 || 
४३. 883 | 





उपरोक्त वर्णन से हम निम्नांकित निष्कर्ष पर पहुंचते हैं : 


परिभाषा 7.8.4. तीन बिन्दु, (४, ४:), (79, ४३) तथा (23, ४५) तभी संरेख होते हैं जबकि, 
का हा हें 

४8. 8४8४ मै [नः0 

28 8४8 है 





उदाहरण 8 : यदि, एक त्रिभुज के शीर्ष बिन्दु (3, 4), (--3, 0) तथा (7,--4) हो तो उसके क्षेत्रफल क़ा 


कांतिमान ज्ञात करो । 
यदि, क्षीषों को बिच्दुओं के दिये गये क्रम में &, 8, 0 से सम्बन्धित किया जाय तो इस प्रकार बने 


हँल ; 
त्रिभुज का क्षेत्रफल 

_7| 8 #$7 

च्दा 83 07 

आम 





] 
तक (2--24--28] + 82 


ग्रतः क्षेत्रफल 32 वर्ग इकाई है । 
उदाहरण 2: दिखाश्ो कि तीनों बिल्‍्दु (- !,--), (2, 3) तथा (8, !) एक ही रेखा पर झवस्थित हैं । 


उपपत्ति : यहाँ पर, 





जाई न+त 
4 5] 8 
8 है ॥ ] 





मत -+-3--7] |-2--०2-- 8 -. 24 ८-६0 
प्रतः परिभाषा 7.8.] से, बिख्दु एक रेखा पर अवस्थित है । 


निर्देशांक ज्यासिति 


0, 
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एक रेखा के बारे में क्या कहा जा सकता है कि यदि उसकी प्रवणता 

(०) घनात्मक ? (४) शून्य ? (० ऋषणात्मक ? हो 

निम्तांकित झ्रानति वाली रेखा की प्रवणता ज्ञात करो : 

(०) 07 (०) $8? (०) 907 (४) 380? 

निम्तांकित बिन्‍दु-युग्मों से गुजरने वाली रेखा की प्रवणता ज्ञात करो 

(०) (१, 2), (4 2) (0) (0, --*), (-०, 2) 

(०) ($, -0), (-% --०5)। 

दिखा कि, (2, --3) तथा (--5, 3) को मिलाने वाली रेखा--- 

(०) (7, --) तथा (0, 9) को मिलाने वाली रेखा के समांतर है। 

(0) (#, 5) तथा (0, --2) को मिलाने वाली रेखा पर लम्ब है। 

बताओ कि, निम्नांकित प्रश्नों में से प्रत्येक प्रश्न में दी हुई रेखाएँ समाम्तर हैं, लम्बवत्‌ 

हैं या दोनों में से कुछ भी नहीं हैं: 

(०) (5, 6) तथा (2, 3) से गुजरने वाली; (8, --2) तथा (6, --8) से गुजरने 
वाली, 

(०) (8, 2) तथा (--5, 3) से गुजरने वाली, (6, 6) तथा (3, 8) से गुजरने 
बाली, 

(०0 (2 -०४) तथा (--2, 8) से गुजरने वाली, (6, 3) तया (!, १) से गुजरते 
वाली, 

(०४) (9, 5) तथा (--3, १) से गुजरने वाली, (8, --8) तथा (8, --8) से गुजरते 
वाली । 

यदि, (2, 5) तथा (%, 3) से ग्रूजरने वाली रेखा की प्रवणता » हो तो » का मान 

बताओो। 

यदि, (3, ७) तथा (2, 7) से गुजरने वाली रेखा, (--, 4) तथा (0, 6) से गुजरने 

वाली रेखा के समानन्‍्तर हो तो ५ का मान ज्ञात करो । 

बिना पैथागोरीयन प्रमेय की सहायता से, दिखाओ कि, (£, 4), (3, 5) तथा 

(--7, --7) एक समकोण त्रिभुज के शीष हैं । 

एक चतुर्मुज के शीर्ष, (--&, 2), (2, 6), (8, 8) तथा (9, --7) बिन्दुओ्रों पर हैं । 

दिखाओो कि, इस चतुर्भुज की भुजाओं के मध्यबिन्दु, समान्तर चतुर्भुज के शीर्ष 

बिन्दु हैं । 

(०) से (०) तक के पत्येक प्रइन में, त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात करो, जिनके शीर्ष बिन्दु 

निम्नांकित हैं : 

(०) (० 0), (६ 0), (, 7) (०) (-% १), (8, -3), ($, 4) 

(० (३७8), (-# 9) (58, -?) (०) (2 7), (3, --) (-० ०) 
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0. दिखाओ्रो कि, निम्मांकित में से प्रत्येक बिन्दुओं का त्रिक संरेख है : 
(०) (2, ४), (0,१), (# 7) 
(0) (-» 5), (2, “9, (०, )) 
(० (-5, 7), (-4 ४), (0, -४). 


7.9 ज्यामितीय प्रमेयों की बिइलेषिक उपप्ति (कैब्राएपे० ९70०४ ७ छ6०ण्यटॉएरट ह॥6078505) 


इस अध्याय में दी हुयी संकल्पनाओं एवं प्राप्त सूत्रों के प्रयोग से, समतल ज्याभिति के बहुत से प्रमेय 


सुगमतापूर्वक सिद्ध किये जा सकते हैं । किसी उपपत्ति में, यदि निर्देशांक पद्धति का निरदर्शन होता है तो उस 
उपपत्ति को विइलेषिक उपपत्ति कहते है| निम्तांकित उदाहरण इसको स्पष्ट करने में सक्षम हैं । 


उदाहरण  : यदि, किसी वरिभुुज की दो माध्यिकाएँ बराबर हैं तो सिद्ध करो कि त्रिभुज समद्विबाहु त्रिभुज है। 


उपपत्ति : 


निश्चय ही हमें व्यापक त्रिभुज के लिए उपपत्ति देनी हैं, किसी विशिष्ट त्रिभुज के लिए नहीं । पुनः 


यदि निर्देशांक अक्षों को बुद्धिमानी से चुना जाय तो यहे कार्य और मी झ्रासान बताया जा सकेगा। 


हम, निर्देशांक अ्रक्षों का चयन इस प्रकार कर सकते हैं कि मूल बिन्दु, त्रिभुज 04.8 के एक दोर्ष 
0 पर हो तथा एक निर्देशांक अ्रक्ष, माना »-अ्रक्ष, आकृति 7.78 में दिखाये गये भाँति, एक भुजा 08 
पर हो । माना, त्रिधुज के शीर्ष, 0 (0, 0), 4 (५ ४) तथा 5 (»॥ 0) पर हैं। कोई भी त्रिभुज 
इस प्रकार निरूपित किया जा सकता है । 


माना, 04 तथा 4 के मध्य बिन्दु क्रमशः / तथा ४ हैं। उनके निर्देशांक, 


0: [2 9] के 6७ आओ हि | प्रभेय 7.4. 
(डे ठ्र्ा ठ्रू? मऊ ( मे 






25 (४0, १४) 





807 | 9) मे 


झाकृति 7.23 


हैं । इसलिए, दूरी सूत्र की सहायता से; माध्यिका 0५ की लम्बाई निम्नांकित है: 


तथा माध्यिका 748 की लम्बाई 


कि गुण 


निर्देशांक श्थामिति 907 


प्रश्नानुसार, माध्यिकाएँ बराबर हैं, इसलिये 


ड़ 
कब 
या, शा न टै022 - शी >>, ->शस्थर्न-स्णँ, 

2 कै 
या, 22203 नी थथ सन -- $श ०५ न कैश्यो 
या, 8999 +-२ ठ:0३)., 
चुंकि &»|£0, इसलिए दोनों पक्षों में 89५ से भाग देने पर, 


श्था स्स्ष् 

अब, यदि हम # के निर्देशांक (2०,, 0) लें तो, 

0७- ४-ब्ाए:ऋ + »ब्पऋ 

80 «० ४हब- बसपा छ 5 ८जपप्ड 

प्र्धात्‌ 08 +- 34 इस प्रकार, त्रिभुज, समह्विबाहु त्रिभरुज है। 
उदाहरण 2 : सिद्ध करो कि, किसी त्रिभुज की दो भुजाओ्रों के मध्य बिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा, तीसरी 

भुजा के समान्तर और भुजा की लम्बाई की आधी होती है ! ह 
उपपत्ति ः त्रिभुज 070 पर विचार करो, जिसके श्ञीर्ष 0 (0, 0), ? (०, 0) तथा ९ (४, ०८) हैं (आकृति 








7.74 देखें) । 
' 9. 6 गा 
0७ का मध्य बिन्दु ै&, हर है । ?९ का मध्य बिन्दु हि जप है। &8 
की प्रवणता १४, निम्न प्रकार से दी जा सकती है : 
6 6 
/ अब 
डर 6-09 9 
क्र द्र 





ली 0) 7(०9, 0) 2 


आकृति 7.84 
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0-0 
श्यत्त््न कु सी, 
इस प्रकार, %३ ८८४० अतः दोनों भुजाों के मध्यबिन्दुओं को मिलाने वाली रेखा, तीसरी मभुजा के 
समान्तर है । न 
न 
पर ॥ ड्र ठ्र //६( 5 75 ) 2 
तथा 02- ५८(० -- ०) -- (0--0)/ 5८५. 


अत: दोनों मध्य बविन्दुओं & तथा 3 को मिलाने वाली रेखा, झाधार की ग्राधी है । 

उदाहरण 3 : सिद्ध करो कि, समान्तर चतुर्भुज के विकर्ण, एक दूसरे का समद्विभाग करते हैं । 

उपपत्ति : यह सिद्ध करने के लिए कि, विकर्ण एक दूसरे का समद्विभाग करते हैं। केवल यह दिखा देना 
प्रावशवक है कि प्रत्येक विकर्ण का एक ही मध्य बिन्दु है। माना, 0900 एक समास्तर चतुर्मज 
है, जिसके शीर्ष, 0 (0, 0), 8 (%, 0), तथा 0 (25 28) हैं । (ग्राकृति 7.8 देखें) | झतः चौथे 
शीर्ष 0 के निर्देशांक (20 + 26, 26) होंगे । विकर्ण 00 का मध्य बिन्दु (8-०, ४) तथा 8.0 का 
(0-5०, ४) है । यही सिद्ध करना था। 

रा 





(0 (2७, 20) ( (20 + 2०, 205 






8(%,0 


ग्राकृति 7.85 


उदाहरण 4 : सिद्ध करो कि, चतुर्भुज की संलग्न मुजाओों के मध्य बिन्दुप्नों को मिलाने वाले रेखाखण्डों से 
समान्तर चतुर्भुज निर्मित होता है । 

उपपत्ति : माना, चतुर्भुज के ज्ञीप, 0 (0, 0), & (26, 0), 8 (98, 20) तथा ० (24, 2४) बिन्‍्दुश्नों पर हैं 
(श्राकृति 7.6 देखें)। माना, 00, 08, 80 तथा 0+ के मध्य बिन्दु क्रमशः '४,, ॥,, 0, तथा ४, 


६५ 


(:(20,2७)* 





; थे ५ &(28, 0) >#< 


आकृति 7.6 
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हैं। यह सिद्ध करने के लिए कि. चतुर्मुज ४, 'ह,, ॥,, ॥, एक समान्‍्तर चतुर्भज है, हमें केवल 
यह दिखाना है कि, भुजा ४५, मुजा ४, के तथा भुजा 'ध,ध,, भुजा ॥(,७, के समान्‍्तर है। 
#, के निर्देशांक, (४, ८) 

शा, के निर्देशांक, (2-०, ०-०) 

#॥ के निर्देशांक, (४-०, ०) 

तथा ४; के निर्देशांक, (०, 0) हैं । 

अरब, हम 0५, ५, )/ व, तथा है, की प्रवणता ज्ञात करेंगे : 


6नुन4६०६० _ ० 
6४, की प्रवणता # जम जा 
6- (०-+-४) --€ 
॥॥॥ अंथि-++->+>- छा ....0त...त 
5,१४६ की प्रवणता ८-० गत 





0-06 है] 
॥0 | ॥॥॥ जता! मम +--+-++->ु धथ --- « 
६४५ की प्रवणता तप 
0-- हे 
७५, की प्रवणता न्‍्ू+-०-.7० २-0. 
6 6-४८ 


हम देखते हैं कि, ४, की प्रवणता ४,५४६ की प्रवणता तथा ४५७, की प्रवणताज्ू रे की 
प्रवणता । इस प्रकार, ',॥,)॥,)४, एक समान्तर चतुभुज है । 


प्रश्नावली 7.4 


निम्नांकित कथनों में से प्रत्येक की विश्लेषिक उपपत्ति दो : 


4. एक समद्विबाहु त्रिभुज की दो बराबर भुजाभों की माध्यिकायें बराबर होती हें । 

2. एक वर्ग के विकर्ण एक दूसरे पर लंब होते हैं । 

3. एक समचतुर्भुज के विकर्ण एक दूसरे पर लंब होते हैं। 

4. यदि, समान्तर चतुर्मुज के विकर्श बराबर हों तो समात्तर चतुर्भमुज एक आयत 
होता है । 

5, एक ग्रायत के विकर्ण बराबर होते हैं । 

6. यदि, झायत के विकर्ण लंबबत हों तो, बह गक दर्ज होता है । 

7. यदि, समान्तर चतुर्भुज के विकर्ण लंबवत्‌ हों नो देह माह ति स्मचतुर्भज होती है । 

8. किसी भी तजिमुज में, साध्यिकाओं के वर्गों के वेश ४? चार गुना, भुजागो के वर्गों क 


योग के तिगुते के बराबर होता है। 
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730 बिन्दु-पथ तथा सम्नीकरण ([.००८घड #छघते पधुप०ं०७) 


समतल में एक ऐसी रेखालो, जो &-अ्रक्ष के समान्तर हो तथा इसके ऊपर तीन इक़ाई पर अवस्थित 
हो है (प्राकृति १.!7 देखें) । इस रेखा के प्रत्येक बिन्दु (४, #) का गुण घमम यह है कि, उसकी कोटि 3 है और 
प्रत्येक बिन्दु जो इस रेखा पर नहीं है, उसकी कोटि 3 के बराबर नहीं है। इस प्रकार, यहाँ उपयुक्त रेखा 


र्भ 
2५, ४) 


हक महा 
३३ 


भ्राकृति 7.77 श्राकृति 7.8 





#र5$ से निर्धारित की जा सकती है। दी हुई रेखा, उन बिन्दुओों का बिन्दु पथ है जिनकी कोदि 8 
है। इसी प्रकार, समीकरण ४-२--2, उन बिन्दुओं का बिन्दु-पथ है, जो ४-अक्ष के समान्तर रेखा पर इसके दो 
इकाई बायीं तरफ अवस्थित हैं । 

» त्रिज्या के वृत्त पर विचार करो (प्राकृति 7.8 देखें), जिसका केन्द्र मूल बिन्दु पर है। (वृत्त, 
बिन्दु (४, ७) का वह बिन्दु-पथ है, जहाँ उसकी मूल बिन्दु से दूरी » के बराबर है) । 


भाना, परिधि पर कोई बिन्दु ? (७, 9) है। दूरी-सूत्र की सहायता से, ? से 0 तक की दूरी 
४४.9४ है। इस प्रकार, हमेशा ८४४४-७१ या, #“5४-+ ४ है । इस प्रकार, हमने यह दिखाया है 
कि, यदि एक बिन्दु * त्रिज्या के बृत्त पर अवस्थित है तो वह समीकरण #ै--४८- को सल्तुष्ट करेगा । अब, 
यदि बिन्दु वृत्त पर न हों और उसके निर्देशांक (७, ०) हों तो 
&-- 0:22%7 
इस प्रकार, हमने दिखाया है कि, मूल बिन्दु से ” इकाई पर अवस्थित बिन्दुओं का विन्दु-पथ, समी- 
करण »#--॥१>++* से व्यवत होता है, जो / त्रिज्या तथा मूल बिन्दु केन्द्र वाले वृत्त का समीकरण है । 


उपरोक्त उदाहरण के ग्राधार पर हम तिम्नांकित परिभाषा देते हैं : 
परिभाषा 7.9. : बिन्दु-पथ ((0०७७) सभी, बिन्दुओं का वह समुच्चय है जो एक ल्थामितीय प्रतिबंध को 
सन्तुष्ट करते है। 

उदाहरणार्थ, यदि, वह ज्यामितीय शर्तें इस प्रकार है कि, बिन्दुओं की मूल बिन्दु से दूरी $ है, 


तो बिन्दु-पथ, सभी बिन्दुओं (४, ४) का समुच्चय है ताकि ४#--४#>८9 यदि, ज्यामितीय प्रतिबत्ध इस 
प्रकार है कि, विन्दुओं की मूल बिन्दु से दूरी $ से कम हैं तो बिन्दु पथ, सभी बिन्दु्भों (४, ४) का समुच्चय है 
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कि «--४ <: 9, जो स्पष्टतया एक क्षेत्र निरूपित करता है और वह वृत्त का आन्तरिक् भाग है (आकृति 
7.9 देखें) । 





झाकृति 7.!9 


उपरोक्त उदाहरण, इस व्यापक संकल्पना का निदर्शन करते हैं. कि, यदि, एक बक्र को बिन्दु 
(४, ४) का बिन्दु-पथ मान लिया जाय तो बिन्दु के निर्देशांक एक निश्चित समीकरण को सन्तुष्ट करते हैं, जिसे 
वक़ का समीकरण कहते हैं । विलोमतः चर » तथा ४ के पदों में दिया हुआ समीकरण एक निदिचित वक़् को 
निर्धारित करता है । 


इस अध्याय और बाद में भी, हम वक़ का समीकरण ज्ञात करेंगे, जिसे बिन्दु-पथ कहते हैं । 
उदाहरण  : उन बिन्दुओों का बिन्दु-पथ का समीकरण ज्ञात करो, जो (, ) से (8, 2) की दुगुनी दूरी पर हैं। 


हल: प्रतिमान बिन्दु ? (७, ४) की सहायता से ग्राकृति .90 स्वींचा गया है । 
१ 
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हमें, 2 | 78 | 55 | 2४ | सिद्ध करना है| चूंकि ? के सभी मानों के लिए, | ?४ | >0 तथा 
।90 | >0, इसलिए, 2 | ?8 | >> | 7४ | होगा यदि और केवल यदि 


कै; | 28 | ४ | ए& ! 
या, #[(४- )+ (५/-7)/5-(४-७8)+ (४-१) 
या, $४---82--4--4/7-- 8/-- 45-४१ -- 06% -- 9-४ -- 49 +- 4. 
या, 3 -]-8॥/--22---4॥/---४, 
इसलिए, गभीष्ट बिन्दु-पथ, समीकरण 3४/-|-8/-2:2--4// 5-०४. से व्यक्त होता है । 


उदाहरण 2 : उन बिन्दुओं का बित्दु-पथ का समीकरण ज्ञात करो, जिनके (0, 3) तथा (0,--3) से दृरियों का 
योग 8 है । 





झाकृति 7.2 


हल : माना, ?(», ४), बिच्ु-पथ का कोई बिन्दु है और 4 तथा 4/ क्रमशः (0, 3) तथा (0,--9) हैं । 
(भ्राकृति 7.2। देखें) यहाँ पर, | ?8 | -- | 794 | --8 है। इसकी सहायता से, हम देखते हैं कि, 
४४-0०) + ७-० + ४ ७-० न + शेड 
या, ४+(४--6४--9)--64-..6 ४ #-- (४--3)-+-०४-- ४१-०५ --१ 
या, +%षर्ू64-6४/ झ हक आओ 
या, 98--64ल्‍०6 / 5 (-- 9१ 
या, 38+-0554४ # -+ (४+ 3) 
या, १४--96४--०56--6 (»*--३९ -- 69--9) 
या, 9४7 -५-96/--256 <« 6:? ५- 692-)- 909--44, 
या, 72->-6:/-]- प१/ 
श्र ् 
ख्रतः कह स्न्ड्ोः 
कौ 


बन्दु श्चा कक कल 
इसलिए, अभीष्ट बिन्दु-पथ फू /जुह कै. है। 
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उपरोक्त वर्णन से यह स्पष्ट है कि, यदि, निर्देशांक पद्धति परिभाषित हो तो, एक विशिष्ट बिरु-पथ 
का निर्धारण करने वाले प्रतिबन्धों को एक समीकरण या समीकरणों के रूप में व्यक्त किया जा सकता है जो 
एक बिन्दु के निर्देशांकों » तथा ४ को शामिल करते हैं। जब यह सम्भव होता है, जैसा कि प्रायः होता है, तो 
बिन्दु-पथों एवं समीकरणों के बीच एक सन्बन्ध स्थापित हो जाता है। यह सम्बन्ध, निर्देशांक ज्यामिति में दो 
मौलिक प्रश्नों का ग्राधार है। 


], बिन्दु-पथ (ज्यामितीय प्रतिबन्ध) ज्ञात होने पर, संगत बीजीय सम्बन्ध (समीकरण असमिकायें) ज्ञात 
करना । 
2, बीजीय सम्बन्ध (समीकरण असमिकायें) ज्ञात होने पर, संगत बिन्दु-पथ ज्ञात करना | 


आगामी प्रतिच्छेदों में, हम इन दो प्रश्नों को बिन्दु-पथ-सरल रेखा, वृत्त, परवलय, दीघ॑बृत्ति तथा 
अ्रति परवलय के संदर्भ में विचार करेंगे। 


प्रश्नावली 7.5 


, (--7,--) तथा (4, 2) से समदूरस्थ बिन्दुओं के बिन्दु पर का समीकरण ज्ञात करो। 

2. बिन्दु (+, 2) तथा »-प्रक्ष से समदूरस्थ सभी बिन्दुओं के बिन्दु-पथ का समीकरण ज्ञात 
करो । 

3, यदि, खण्ड 09 की प्रवणता 3 हो तो सभी बिन्दुओं ?(2, /) के बिच्दु-पथ का समी- 
करण ज्ञात करो । यहाँ पर 0 बिन्दु (0, 0) है। 

4, 8 तथा ऊ$ क्रमशः (०, ०) तथा ( ०, ०) नियत बिन्दु हैं। जब ९0--% 98, ४ 
एक अचर है तो ? के बिन्दु-पथ का समीकरण ज्ञात करो। 

5. बिन्दु (2, 4) तथा &-अक्ष से समदूरस्थ बिन्दुओं के बिन्दु पथ का समीकरण ज्ञात करो। 

6. उन बिन्दुओं के बिन्दु पथ का समीकरण ज्ञात करो, जितकी (0, 2) तथा (0,--2) से 
दूरियों का योग 6 है । 

7. यदि, खण्ड 07, ? तथा बिन्दु (3, 2) को मिलाने वाले खण्ड के समान्तर हो तो सभी 
बिन्दुश्नों ?(», ४) के बिन्दु-पथ का समीकरण ज्ञात करो | 

8, माना, 4 तथा 2/ बिन्दु क्रमशः (5, 0) तथा (-5, 0) हैं। सभी बिन्दुओं ?(», ४) 
के बिन्दु-पथ का समीकरण ज्ञात करो, जबकि 

[47 | -- | 4/? | +-6 

9, यदि किन्हीं बिन्दुओं की (3, 0) तथा (--3, 0) से दृरियों का योग 9 से कम हो तो, 

बिन्दुओं के बिन्दु-पथ का समीकरण ज्ञात करो। 


30, बिन्दुश्नों ?(», ४) के बिन्दु-पथ का समीकरण ज्ञात करो, जबकि उन बिन्दुश्नों की 
(--), 2) से दूरी 3 से अधिक है । 
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7.8! सरल रेखा (88089 ४ १.779८) 


माना, ! दी हुई सरल रेखा है। इस पर, दो महत्त्वपूर्ण बिन्दु हैं वे « तथा &-मक्षों से / के दो 
प्रतिच्छेद बिन्दु हैं। जहाँ पर, रेखा »-अक्ष से मिलती है उसको ज्ञात करने के लिए ४5८0 रखकर » के लिए 
हल किया जाता है । इसी तरह, वे बिन्दु, जहाँ पर रेखा #-अक्ष से मिलती है, ४-50 रखकर ४ के लिए हल 
करने पर प्राप्त होते हैं । यदि, ये बिन्दु (5, 0) तथा (0, ०) हों तो ७ तथा ० संख्याप्रों को क्रमशः ४-झंतः खण्ड 
(गैश८००८९७४) तथा #-अंतः खण्ड (४४४००००७६४) कहते हैं। उदाहरणस्व॒रूप, रेखा 2/--3४--४ के लिए, ४ 
तथा ४ अंतः खण्ड क्रमशः --६ तथा ई है। यदि, रेखा मूलबिन्दु से होकर जाती है तो » तथा ४ अंतःखण्ड शून्य 
होते हैं । यदि, रेखा »-ग्रक्ष के समान्तर है तो इसका »-अंतःखण्ड श्रपरिभाषित होता है । इसी प्रकार, #-प्रक्ष 
के समानन्‍्तर रेखा का #-प्रंतःखण्ड अपरिभाषित होता है । 


निर्देशांक अक्षों के समान्तर रेखा का समीकरंण अपेक्षाकृत सरल होता है। इस प्रकार, यदि, रेखा 
#-ग्स्‍रक्ष के समान्‍्तर है तो इस पर स्थित प्रत्येक बिन्दु का भुज एक स्थिरांक, माना ७, होगा तथा इसका समी- 
करण ४5५ होगा । इसी प्रकार यदि, रेखा »-अक्ष के समान्तर है तो इस पर स्थित प्रत्येक बिन्दु की कोटि 
एक स्थिरांक माना 8, होगा और तब इसका समीकरण ४७-०४ होगा । इस प्रकार »-म्रक्ष तथा #-श्रक्ष के 
समीकरण क्रमशः ४०50 तथा ४5-० होते हैं । 

उदाहुरणस्वरूप, उस रेखा का समीकरण, जो »-श्रक्ष के समान्तर तथा उससे 2 इकाई नीचे है, 
४+२- हैं । उस रेखा का समीकरण, जो #-अ्क्ष के समान्‍्तर तथा उससे दायीं तरफ 8 इकाई पर है, ४+« 


8 है । 
7.72 समीकरण का बिन्दु-प्रवणता स्वरूप (एफ एग०४-७॥०९ ए०7०७ ०४ सकल ऐवुण्श्सं०७) 


भ्रब हम एक रेखा का समीकरण, दिये हुए प्रतिबन्धों के आधार पर निर्धारित करने की स्थिति में हैं। 


माना, £, (७, ४४) एक नियत बिन्दु है और # दी हुयी प्रवणता है। यदि, ४ (५, ४), रेखा पर 
४-५ 





कोई प्रतीकात्मक बिन्दु हो तो ४९,, तथा ? से जाने वाली रेखा की प्रवणता है। परन्तु यह # के 


बराबर दी है| श्रतः 
ध््श 
#४-- था 
या, ४-9४ २5% (४--»4) (१) 
समीकरण (), ?। (2५, ५) से गुजरने वाली तथा १४-प्रवणता बाली रेखा का समीकरण है। यह 
सरल रेखा के समीकरण का बिच्दु-प्रवणता स्वरूप कहा जाता है, क्योंकि, यह विन्दु तथा प्रवणता के पदों में है। 


77 // पु 


घ्यात रखें कि, #-प्रक्ष के समान्‍्तर रेखाश्नों के लिए, प्रवणता % अपरिभाषित है। श्रतः ९, (७, 97) 
से गुजरने वाली एवं ४-प्रक्ष के समान्तर रेखा का समीकरण, बिन्दु-प्रवणता, समीकरण से नहीं प्राप्त होगा। 
फिर भी, इससे कोई परेशानी नहीं होती क्योंकि, इस प्रकार की किसी भी रेखा के लिये, इस रेखा पर के किसा 
बिचु का »-निर्देशांक » तथा इस प्रकार की सरल रेखा का समीकरण ४८-०» होता है । 


५ 4. | 
उदाहरण  : (--], --2) से जाने वाली एवं जू विणता वाली रेखा का समीकरण ज्ञात करो। 
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हल: विन्दुलप्रवणता समीकरण में &/-२--, ४८८ --2 तथा #८- पे रखने पर हम देखते हैं कि, 
4 
४-(-25- | (८?) 
या, ४+2०- (०+-7) 
या, 7४--१५ - 4&४--4 


4 
इसलिये, रेखा का समीकरण ॥ ५८ पा कलन ग है । 


उदाहरण 2 : (3, --#) से गुजरने वाली एवं &-प्रक्ष के समान्तर रेखा का समीकरण ज्ञात करो। 


हल: »-अक्ष के सभान्तर रेखा की प्रवणता शून्य होती है । इसलिये, बिन्दु-प्रवणता समीकरण से, 
४- (--4)550 (४--)) 
या, ॥--६55०. 


इस प्रइत को एक दूसरे तरीके से हल करने के लिए, ध्यान देना आ्रावश्यक है कि रेखा पर का प्रत्येक 
बिन्दु एक ही कोटि रखता है । चूँकि एक बिन्दु की कोटि --4 है, सभी बिन्दुओं के लिये, हमें श्रवश्य ही 
धर्म --॥ प्राप्त होगा । 


7.43 समोकरण का प्रवणता-अ्रन्त: खण्ड स्वरूप (४९ छ0फल्न॥प्व्०्व्कुप ए०क्र ० धा९ 

घ्रवुण्धतं०ण) 

यवि, कोई रेखा #-श्रक्ष के समान्तर नहीं है तो उसको ४-अन्तः खण्ड और प्रवणता % से निर्धारित 
किया जा सकता है। यदि, रेखा का »-प्रन्तः खण्ड ? हो तो वह रेखा (0, ०) से गरुजरेगी। प्रतः रेखा का 
समीकरण इन राशियों के पदों में ज्ञात करने के लिए, हम बिन्दु प्रवणता स्वरूप का इस्तेमाल कर सकते हैं । 
बिन्दु-प्रवणता स्वरूप में (०५, ४५) की जगह (0, ०) रखने पर, हम देखते हैं कि, 

॥-- 9 --॥४ (४--0) 

या, ३१7४४ +- 0, 
यहू उस रेखा का समीकरण है जिसको प्रवणता %१ है तंथा जो ४-अंतः खण्ड ४ रखती है। सरल रेखा के समी- 
करण की यह स्वरूप कभी-कभी बहुत ही उपयोगी सिद्ध होता है क्योकि, इससे प्रवणता एवं ४-श्रंत: खण्ड प्राप्त 


होता है .। 
उदाहरण  : प्रवणता 3 तथा ४-अंतः खण्ड 2 वाली रेखा का क्या समीकरण है ? 


हल :. प्रवणता-अंतः खण्ड समीकरण में, #--3 तथा 8-52 रखने पर, हम देखते हैं कि, 
१/--3४--2 
यही अभीष्ठ समीकरण है । 


उदाहुरण 2 : यदि, यह रेखा का समीकरण 8:--69--57 हो तो उसकी प्रवणता एवं ४-अंतःखण्ड ज्ञात करा। 
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हल : ४ के लिए, हल करने पर हम देखते हैं कि, 
5 | । 
मत -+ व ध्ट न हवा 
इस समीकरण की तुलना; प्रतणता-अंतःखण्ड स्वरूप से, करने पर हम देखते हैं कि, %॥ +- -- हा 


प्‌ हे 8 हैं प्‌ 
तथा 9-८ न इसलिए, रेखा की प्रवणता -- कर तथा उसका #-ग्रंतः खण्ड कहूँ है । 


उदाहरण 3 : (--3, 2) से गुजरने वाली तथा 32 --4॥--7550 के लंबवत रेखा का क्या समीकरण है ? 


हल: दिए हुए समीकरण को 9 के लिए हल करने पर हम देखते हैं कि, 
3 


7 
54% 3४४7 
उपरोक्त समीकरण से यह विदित है कि रेखा की प्रवणता पू है । इसलिए, अभीष्ट लंबवत्‌ रेखा को 


4 
40000 होगी । बिन्दु-प्रवणता स्वरूप के प्रयोग से, इसका समीकरण तिम्न है । 


2१ 
222 स्टलन वर [- (--3) ] 
या, 898-05८--4४--१ 2. 
या, 4% -- 30 -- 0-0. 
74 सरल रेखा तथा सम्रीकरण &5--89--0+-0 


ग्रब, हमें यह दिखाना है कि प्रत्येक सरल रेखा एक प्रथम घात के समीकरण से निरूपित हो सकती 
है और इसका विलोम भी सत्य है । 


प्रमेय 7.4., : जब # तथा 8 दोनों शून्य न हों तो समीकरण /४-|-58--0--0, सर्वथा एक सरल रेखा 
का निरूपण करता है। 


उपपत्ति : हम निम्नांकित दो दक्ाओं पर विचार करेगे । 
() 
स्थिति (7) : यदि, 3-50 तथा &:>£0 तो समीकरण ४४-- 39 +- 0-८0, औ# +- (5८०. या #८+-- धप हो 
जाता है। यह समीकरण रेखा पर के उन सभी बिन्दुश्रों से सन्तुष्ट होता है जो ४-अक्ष के समान्‍्तर 


एवं उससे -- कप इकाई पर है दूसरे बिन्दुओं से नहीं। श्रतः यह एक सरल रेखा का समीकरण 
है । उस स्थिति की, जहाँ पर 2-50 तथा 2-50 हो, विवेचना ठीक इसी तरह की जा सकती है। 


स्थिति (7) : यदि, 2-20 तथा 50 हो तो, हम समीकरण को 9 के लिए हल करके 
कै 0 


प्लान कु धश -चु 


3 छि 
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है 5. 2 ई 
प्राप्त करते हैं। यह एक -- “रु? भवणता तथा “ला #-अंतः खण्ड वाली रेखा को व्यक्त 
करता है । 
उपरोक्त प्रमेय का विलोम भी सत्य है, जो निम्नांकित प्रमेय में दिया जा रहा है । 

प्रभेय 7.4.2 : प्रत्येक सरल रेखा का समीकरण 8»--29--0-0 प्रकार का होता है, जहाँ पर 4, 8 तथा 

' 0 अचर हैं । 

उपपत्ति : दी हुई सरल रेखा या तो #-प्रक्ष को काठती है, या उसके समान्तर है, भ्रथवा उसके सम्पाती है। 
हमें यह ज्ञात है कि, #-अ्क्ष को काटने वाली रेखा (जो ४-अ्रंतः खण्ड रखती है) को ॥>८४४४--९ 
के रूप में व्यक्त किया जा सकता है । पुनः यदि, रेखा #-प्रक्ष के समान्तर या संपाती है तो इसका 
समीकरण »++०»॥ प्रकार का होता है जहाँ पर संपाती की दा में ४/-50 होता है । इनमें से दोनों 
समीकरण, प्रमेय में दिए हुए समीकरण के समान हैं। यही सिद्ध करना था । 
हम, 3४-+-39-- 0५८० स्वरूप से निम्न प्रकार सरल रेखा के समीकरण का निर्धारण करते हैं । 


उदाहरण 4 : (3, 4) तथा (2,--) से जाने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात करो | 


हल : हम, ४, 3 तथा 0 संख्याश्रों की इस प्रकार लेते हैं कि रेखा 4»--3४+-0--0 दिए हुए दो 
बिन्दुओं से होकर जाए। 


यदि, ह४--:8४--०55०, (3, 4) से गुजरती है तो 34--48 --0 -- 0. 

यदि, यह (2,--१) से गुजरती है तो 28 --8-[-0-50 अरब, यदि, रेखा पर कोई बिन्दु (४, ४) 

हो तो हम निम्नांकित समीकरण निकाय पाते हैं : 
3४--80-- 05-0० 
33 4-48 -]- 0-०0 () 
34 -- 8 0-0 

चूंकि, इन समीकरणों का हल अशून्य है, इसीलिए समीकरण (१) में &, 8 तथा 0 को विलुप्त 

करने पर, हम देखते हैं कि, 


क्र ३ ३ 
3 4 १3 न॑0 
2 बनी हे 








सारणिकक विस्तार करने पर, हम देखते हैं कि, 
(८55४४ -- 77 
इसलिए, (3, 4) तथा (2,--7) से गुजरते वाली रेखा का समीकरण ४४८४5४--१7 है । 


7.5 सरल रेखा के ससीमकरण का लंब स्वरूप (ए७एल्णतांटपांबए ०९ पाल छपुएथसं०्तक ० 8 
507०पंड४ +७८) 


यदि, मूल बिन्दु (0, 0) से रेखा पर लंब की लम्बाई तथा लंब और $-प्रक्ष के बीच का कोण ज्ञात 
हो तो, रेखा का निर्धारण किया जा सकता है । 
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भाना, ठ कोई रेखा है | आकृति 7.22(५) से दिखाये गये भांति 3 पर 0? लम्ब खींचो । चार 


विभिन्‍तर श्राक्ृतियाँ दिखें आकृति 7.22(०), (४), (०), (4)] रेखा 88 की विभिरन स्थितियों के लिए खींची गयी 
हैं। सर्वप्रथम झाकृति 7.22(6) पर विचार करें । 





श्राकृति 7.22 


माना, लम्ब 0? तथा घनात्मक &-अ्रक्ष के बीच कोण ७ है । तब, बिन्दु ? के निर्देशांक (००8 ४, 
॥॒ होंगे ] 
9 शत ७) होंगे तथा &.3 की प्रवणता-- पं पिता 5 50009 होगी । 
।4/ 


यदि, 8 पर कोई बिन्दु (७, 9) हो तो बिन्दु प्रवणता सूत्र से, 
४-४ भर ७-२ --००६ ७ (४-9 ००४ ७) 
इसको सरल करने पर, हम देखते हैं कि, 


| % 008 ७--३ शं॥ ७ --४50. (१) 
जो सरल रेला के सभीक्रश का लम्ल-स्वरूप है। यह आसानी से सत्यापित किया जा सकता है-कि, श्राकृति 
7.22 (9), (०), (४) पर विचार करते पर भी ठीक वही स्वरूप प्राप्त होता है। सरल रेखा के समीकरण को 
लंब-स्वरूप में परिष्कृत किया जा सकता है। यदि; व्यापक समीकरण 8%--38--0-50 समीकरण (]) में 
दी हुयी' रेखा को प्रदर्शित करें तो उपरोक्त टिप्पणी की सहायता से », ५ तथा श्रचर पद के गुणांक एक दूसरे के 
समानुपाती होने च्राहिए । 

श्र्थात्‌ किसी ##50 के लिए, --४ ००8 ७, ०5% शी) ७, 055--7%. यहाँ पर, 'चुकि &-+ 
895--# इसलिए, £ को प्राप्त कर सकते हैं। पुनः क्योंकि 9 धनात्मक है, हम # के उस मान को लेते हैं जिससे 


(्‌) 


0 
"८ आात्मक हो। 
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श्रव यदि ०:०० हो तो &---- ४ 35-- छ8 


तब 608 शान शं मा सक 4 
] (५ -जऊअनसजअअचचच डी वश लय्य्श्स्टकन यान रा / आप 7 7775 
५ ज्म्््क्ा ५0 शतक तथा --# ५ पि न््फ् 
इसलिए, ४»--3%--९--० का लंब-स्वरूप 
-+++8. छि ( 
न्चल्म्ल्च््स्य्ये. ४५०५५ “ए--्--- मसल पदरस्ड्त+-++-८-: 
अव--फे  ०छक्‍्क तह क्त्क (3 है 
यदि 0<0, ४5 ७ 25%. 82, तथा 4%-- 39 -- 0--0 का लम्ब स्वरूप 
8. ठि 8] 
७ ॥३--.35 ७ 2-8 4 /2--32 हे 
उदाहरण £ : उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो, जिसके लिए ७#38” तथा लंबवत्‌ दूरी 4 है। 
हल : समीकरण (/) से, हम देखते हैं कि, 
2 008 887 -।-॥/ 7 887 .... 4-0 
४ 4 
7] 2 
या, --४-+-४४--4 ९/ 2550. 
उदाहरण 2 : समीकरण ४--9-- 7550 को लंब-स्वरूप में परिप्कृत करो और # का मान बताओ । 
हल : समीकरण ४--४-+-55० की तुलना लंब-स्वरूप # ०08 ७--५ आं॥ ०--७ 5८0 से करने पर, हम 
देखते हैं कि, 
९08 ०७ _ 80 ० _ “9? _ 7 
ू। सजा कू /2 
] 
इसलिए, 42% 2 अर, शेप के लत न्त्कुतो. तथा # ८८ फ्कऋ 


ग्रत: समीकरण ४--४/+- 7 जग का लंब स्वरूप, 





] | 
बा 5 पा 338 कि के 


7.6., समोकरण का द्वि-बिन्दु स्वरूप (एफ प०-एऐमेएआई #००छ ० पा सदृण्न्रसंग्ण) 


हम जानते हैं कि, एक रेखा का निर्धारण दो सुब्यक्त बिल्दुश्ों से होता है। इस प्रकार की रेखा का 
समीकरण बिन्दु प्रवणता समीकरण से ज्ञात किया जा सकता है। माना, 02५, 979) तथा (०७, 8४) दो 
सुव्यवत बिन्दु हैं। तब रेखा की प्रवणता, 


£((। मा. ८ व / शिरभ्ाका, 
2४9-- श्य 
इस प्रकार, बिन्दु-प्रवणता स्वरूप से, इसका समीकरण निम्न प्रकार लिखा जा सकता है: 
8४87-7५ 
----+ (#--», ). 
नह हि) ()) 


था, (#-० ७) (७४-०३) नै२ (५७-8४) (४- »,)+ 


४० लत 
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यह समीकरण, रेखा का द्वि-बिन्दु स्वरूप ((४४०-/००६ #07४५) कहलाता है । 

विशिष्ट दक्शा में, माना, ४४८८०» तब, या तो ७४७४ या »2४८७"०। परन्तु ७४::99 कल्पना स । 
इसलिये, इस दशा में, ४5>०,, जो ४-अक्ष के समान्‍्तर रेखा का समीकरण है। इसी तरह, यदि, ५७-७४ तब 
25४, परन्तु ४--४,, »-अ्क्ष के समान्तर रेखा का समीकरण है ! 


अब, हम बिन्दुओं ?, (७, ») तथा +५ (2७, ४४) से जाने वाला रखा का समीकरण एक दूसरे 
स्वरूप में ज्ञात करेंगे । माना 


20% -- 30 -- (>-0 (2) 
श्रभीष्ट रेखा का समीकरण है | चूंकि, यह बिन्दुओओं 7, तथा ?, से गुजरती है, इसलिये, 
30] --.309 +- (७-० (8) 
5 न 399 -- (5-0 (4) 
समीकरण (2), (3) तथा ($) से &, 5 तथा ( को विलुप्त करने पर हम देखते है कि, 
4] है 
7] 9 ] -+0 (5) 
४2 ५८] 4 








थह रेखा का द्वि-विच्दु समीकरण, रेखा के समीकरण का सारणिक स्वकृप (6०६०४ए७४४७७६ ६०००७) भी कहा 
जाता है । 


ग्रव, हम देखेंगे कि, समीकरण () तथा (5) में दिये हुए दोनों स्वरूप तुल्य हैं । हम निम्न प्रकार 
अग्रसर होते हैं : 








2] हा ॥॥ 
ह का 4 0 
| ५ ५८ 
हर... [40 8-9 0 
ध्ध (/4 | 3 [ह+0 (क्यों ?) 
29५ ० »] / का ८४: 0 
४३4 (४--»४) (४४ --५४) प्य्क् (५४-५४) (2५ ध्प्य »3) प््0 
दस #-शाताओिश (४--» ) 
४2-०7 
उदाहरण 3 : (2, 8) तथा (6, 2) से जाने वाली रेखा का क्या समीकरण है ? 
हल : 
विधि 4: माना, (8, 3) बिन्दु 0, तथा (0, 2) बिन्दु 2, हैं। द्वि-बिस्दु समाकरण स्वरूप से, हम देखते 
हैं कि, 
9-3 
“+ पे -.... (#४-->2 
; 6--3 लग) 
या, 3५8७६ पा (४-2). 
या, 4॥--]2 -४--2<--0 


मिर्देशांक ज्याभिति थ्र्श 


[यदि, ४, बिन्दु (6, 2) तथा ४, बिन्डु (2, 3) हो तो रेखा का समीकरण क्या होगा ?] 
विधि (7) : सारणिक स्वरूप के प्रयोग से, 








क्ष््श् ॥ 
थे डे ब्0 
6 2 ॥॥ 
या, »& (3--2)-9 (8-0) + (+--28) 550 
या, ४-4४-- 74 - 0 
या, &->899-- १4. 


उदाहरण 2 : (4, --8) से गुजरने वाली तथा (!, !) और (2, 3) सिरोंवाली रेखा के समान्‍्तर रेखा का 
समीकरण ज्ञात करो । 


हल : (2, )) तथा (2, 3) से जाने वाली रेखा की प्रवणत्ता #, #८नन कक न्‍्न्2 से दी जाती है । 
इस रेखा के समान्तर किसी रेखा की प्रवणता 2 होगी। इसलिये, इस प्रकार की रेखा का समीकरण 
निम्नांकित है : 
या, 28-9३ -- १| 


प्रशनावली 7.6 


। से 0 तक के प्रत्येक प्रश्न में, रेखा का समीकरण ज्ञात करो । 

(4, 3) से गुजरती है भौर प्रवणता 2 है । 

( ) से गुजरती है भौर प्रवणता --४ है । 

(--7, --+) से गुजरती है भौर प्रवणता --2 है । 

(0, --2) से गुजरती है और प्रवणता --# है । 

(0, 2) तथा (0, 4) से गुजरती है। 

(0, --3) तथा (5, 0) से भ्रुजरती है । 

(2, 6) तथा (2, 5) से गुजरती है । 

(--!, “-2) तथा (--5, --2) से ग्रुजरती है । 

(0, 0) से ग्रुजरती है और प्रवणता । है । 

प्रवणता 5 तथा ४-अन्तःखण्ड 5 है । 

उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो, जिसका #-अन्त:ःखण्ड 4 है। तथाजो रेखा 
2४-09 5-7 के समान्‍्तर है। 

उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो, जिसका >»-अन्तःखण्ड --० है तथा जो रेखा 
32--8४ ८-4 पर लम्ब है । 

यदि किसी त्रिभुज के शीप॑ (--), 8), (4, --2), (--5, -४) हों तो उस त्रिभुज 
की 'भुजाओं के समीकरण ज्ञात करो । 


बा थक जी का कथा की जो हज शत 


कि. के 
टन न 


कक 
भर 


फ््ड 
क्र 
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-84. ग्रदि, करिसी:ब्िशुज की भुजाओ्ं के मध्यबिन्दु (2, ।), (--5, 7) तथा (--5, --8) 
हों तो मुजाग्नों के समीकरण ज्ञात करो। 
35, उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो, जो 2४--5/57.के समान्तर है और (2, 7) तथा 
(--#, 7) को मिलासे वाली रेखा के मध्यविन्दु से गुजरती है । 
46, उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो, जो 3»--2४5>8 पर लम्ब है तथा (5, --2) 
ग्रौर (2, 2) को मिलाने वाली रेखा के मध्य बिन्दु से गुजरती है । 


37. (0) से (४४) तक के प्रत्येक प्रहन में, रेखा की प्रवणता एवं &-अन्तःखण्ड ज्ञात करो : 
(0 #४--३४--४ ७० (४) ४+४55० 
55५ _ के / 
(४४) ४--2७० (४०) प्र 2, 
88. 9 तथा ० के दिए हुए भानों की सहायता से, रेखाग्नों के समीकरण का लम्ब-स्वरूप 
जात करो । 
(४) ४553, क््ःव60 
(४) कैिसम--0, «७ म| 30 
(४४) 2#5-:- ४5, ०च्न87 ' 
(*०) जन, ५०--८90०? 
9. निम्नांकित में से प्रत्येक को लम्ब-स्वरूप में परिष्कृत करों तथा # का मान बताओ : 
(४) ४-+-४--१७०० (४) 4४--8॥--95-0 
(४४) ४--45८0 (४०) ४--2७-० 
20, 22--४--$5४0 तथा ४--4४--7८८० रेखाश्रों में से कौन सी रेखा मुलबिन्दु से 
ज्यादा दूर है ? 


2., एक रेखा की मूल बिन्दु से लम्बवत्‌ दूरी 5 से० मी० तथा उसकी प्रवणता --१ है। 
उस रेखा का समीकरण ज्ञात करो । 


7.7 एक बिच्दु से एक रेखा की दूरी:(9[508#9०६:०६ ० 4४ ६४०७ # #7७) 


किसी बिन्दु (४, 9) की रेखा /४--7५ 4-50 से दूरी १-निम्म'सूत्र से दी जाती है। 
व | शर्न-097/0 | 
श्क्ष्ड्कें 






ज (0५ ॥।) 
कि टँ 


ः 


ग्राकृति 7.23 


निर्देशांक ज्यामिति 


उदाहरण 7 : रेखा 3४--4/--72--0 तथा बिन्दु (4, ) के बीच की दूरी ज्ञात करो । 
हल : चूंकि औन्तडै, फिचन --+$, (5७१2, 2754 तथा १८5), 
इसलिए, दूरी सूत्र की सहायता से, हम देखते हैं कि, 


त्र्क़फ्ा कण 


9. 
80, 
3, 
42, 
43, 
4, 


ऐ3 हज 


४--| 22£+ (--*) 7 --2 | 


__ | 72--4+72 | _ 20 


कक सस्मक, 
4 28 8 





प्रघनावली 7.7 


] से 7 तक के प्रश्नों में रेखा-युग्मों का संपाती, समान्‍्तर या प्रतिच्छेदी रेंखाश्रों के रूप में 
वर्गीकरण करो । ह 


6०--40/---6 --0, % +- 28 -- 38--0, 
पा » -+ै+ हे ४--+-८०0,.. $3४++ के 9$४--4 5८0, 
82--40/ ८8, 82-49 >>]], 
8४--2|/ ८7, 20 -- 8४ 5८०-- 7. 
४-ै-३/२0, &--३४८८०. 

42४-[- 7४-२१, प7४-- 49-७5 --2, 
28--29/ ++7, 49-- 22:- 8, 

8 से 4 तक के प्रत्येक प्रइत में, रेखा तथा बिन्दु के बीच की दूरी ज्ञात करो। 
42 --39/ ---6 ८0, (-2,--7) 
४--2४--405--0, (2,-- 5) 
7४--249 -- 8--0, (:5४,-] 
5%--72॥/ --4]--0, (3, 0) 

#--५४४६0०, (0, 0) 

#स््-ठ, (!, ) 

४८८१4, (3, 9) 


7.8 रेखा-कुल (ए४०णं[०४5 ० 74४९४) 


हम देख चुके हैं कि कोई भी » तथा 9 में प्रथम घात का समीकरण, एक सरल रेखा निरूपत करता 
। । उदाहरणाथ, व्यापक समीकरण %-- 3 +- 0--० सर्वथा एक सरल रेखा व्यक्त करता है। इस समीकरण 
/ स्पष्टतया तीन अचर हैं और वे 8, 8 तथा 0 हैं जहाँ पर 2, 8 में से कम से कम एक शुन्य नहीं है। इस 
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समीकरण में मुख्यतः दो अचर हैं. क्योंकि, जब हम दोनों पक्षों को ग्र-शुत्य ग्रुणांक (माना, यह ४ है) से भाग 
देते हैं तो देखते हैं कि, 


फ् 0 
नणणवण्ग्क- सड 0, 
32 पा श्नेः प्र 
(! 


४] | 
दे ......- अल तया 95८ _._ नि 
या ४-+-०४--४२-0०, जहाँ. 6 प त्‌ है प 


चूँकि अ्रचरों की संख्या इससे कम नहीं की जा सकती इसलिए हम कह सकते हैं कि, किसी सरल 
रेखा के समीकरण में दो मुख्य भ्रचर हैं । 


यदि, हम रेखा पर एक प्रत्तिबन्ध आरोपित करें तो दो आवश्यक अचरों में एक समीकरण प्राप्त 
होता है श्रौर एक दूसरा प्रतिवन्ध आरोपित करने पर, दो अज्ञात राशियों के पदों में एक दूसरा रेखिक समीकरण 
प्राप्त होता है । चूंकि, दो रैखिक समीकरण, जो दो भ्रज्ञात राशियों में है, को एक ही साथ हल किया जा सकता 
है, बदातें कि वे समान्तर न हों। हम देखते हैं कि, एक रेखा के श्रद्वधितीय निर्धारण के लिए, दो प्रतिबन्ध 
झावश्यक हैं । इसको पाठकों ने एक सरल रेखा के समीकरण के विभिन्‍न स्व॒रूपों को ज्ञात करने से देखा 
होंगा। 

एक रेखा के अद्वितीय निर्धारण के लिए, दो प्रतिबन्ध आवश्यक हैं। इनमें से एक प्रतिबन्ध, दो 
आवश्यक अचरों के बीच रैखिक सम्बन्ध की स्थापना करता है जिससे एक अचर दूसरे के पदों में ज्ञात हो जाता 
है | श्रतः एक प्रतिबन्ध को सन्तुष्ट करने वाली रेखायें, एक एकल अ्रचर पर, निर्मर करती हैं । इस प्रकार की 
रेखा-पद्धति को एक प्राचल रेखा-कुल (०0०-फश८घ०ा७०६०४ #ब7०४9) तथा प्रनिर्धारित प्रचर को प्राचत्त 
(80४०३ ९४९०) कहते हैं । 


उदाहरणार्थ, ४-5१४४--2 पर विचार करो, जहाँ % वास्तविक है परन्तु अन्यथा अप्रतिबन्धित है । 
# के प्रत्येक सुव्यक्त मान के लिए, हम एक सुव्यक्त रेखा पाते हैं। फिर भी, वे -सभी एक सर्वनिष्ठ गुण-धर्म 
रखती हैं प्रौर वह यह है कि उन सभी के ४ भ्रन्तःखण्ड 2 हैं। # के सभी मानों के लिए प्राप्त रेखा समुच्चय, 
एक प्राचल रेखा-कुल होता है जिनके ४-्रन्त:खण्ड 2 हैं। इस कुल की कुछ रेखाओं को भ्राकृति 7.24 में दिखाया 
गया है । . 





आकृति 7.24 


निर्देशांक श्यामिति "225 


उदाहरण £ : ॥5४--४ पर विचार करो, जहाँ & एक प्राचल है । & के विभिन्‍न मानों के लिए, ग्लाकृति 7.88 
में इस कुल के कुछ सदस्यों को दिखाया गया है। ध्यान रखें कि, इस कुल के विन्नि सदस्यों का 
प्रवणता एक ही है और इसलिये, वे परस्पर समान्तर हैं। ये सदस्य, एक दूसरे से केवल #-प्रन्तः 
खण्ड में ही विभिन्‍नता रखते हैं । 





भ्राकृति 7.25 


उदाहरण 2 : रेखा-कुल का समीकरण लिखो, जबकि, 
(४) प्रवणता 8; 
(४) »-प्रन्त:खण्ड 2; 
(भ४) 8४--४9- 6-50 लंब है! 
हल : (४) प्रवणता-अ्रन्त:खण्ड स्वरूप से, इस प्रकार की रेखा का समीकरण ४-+3०--# है, जहाँ # 
एक प्राचल हूँ । 
(४) चूंकि »-अन्तःखण्ड 2 है, इसलिये, कुल के सदस्य सभी (2, 0) से गरुजरेंगे । भ्रतः बिन्दु- 
प्रवणता स्वरूप से, इस प्रकार की रेखा का समीकरण ४८८४ (४--2) है, जहां £ एक 
प्राचल है । | 


(४४) दी हुयी रेखा की प्रवणता है है। अतः इसके लंबवत सभी रेखाभों की प्रवणता-- का होगी । 
इस प्रकार, प्रवणता-अंतः खण्ड स्वरूप से, इस प्रकार की रेखा का समीकरण ४5८-- न ४--# है जहाँ & एक 


प्राचल है। इसलिये, ४७६3४--४, ४८5# (2--2) तथा ४ल्‍+-- न »--#, जहां ४ एक प्राचल है, तीन 
रेखा-कुल हैं । 
उवाहरण 3 : रेखाओं 2४--४-|-8--0. तथा ४--89 4-3>50 के प्रतिच्छेद बिन्दु तथा बिन्दु (8, 5) 
से गुजरने वाली रेखा का समीकरण ज्ञात करो । 
हल : दी हुयी रेखाश्रों के प्रतिच्छेद बिन्दु से होकर जाने बाली रेखा-कुल निम्नांकित है 
(22--9 + 3) +#(४--59४--9) 550 
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हमें इस'रेखा-कुल की विशिष्ट रेखा प्राप्त करनी है जो (8, 5) से गुजरती है। अ्रतः इस बिब्दु के 
निर्देशक; कुल' के -समीकरणों को भ्रक्य संतुष्ट करेंगे ।. इस प्रकार, 
(2१% 8--85--3) + #(8-- 5 ८ 5 +- 8) न्‍र 
या ]4--.4 ४--0. 
ख्रतः 8 
इसलिये, भ्रमीष्ट समीकरण निम्नांकित है : 
(28-५४ 43) +-(४--859.+ 3)50 
या, 32 -- 60 +- 8550 या, ४--29 +- 25-00. 
उदाहरण 4 : 3४--4४--7 तथा ४--/ +2<-0 के ज्तिच्छेद बिन्दु से गुजरने वाली उस रेखा का समीकरण 
ज्ञात करो, जिसकी प्रवणता 8 है । 
हल : रेखा-कुल का समीकरण तिम्नांकित होगा : 
(82-4४ --7) +-#(४-- ५--2) 50 
या, (8--8)2+ (4-४) + (2४-- 7) 5-० 
कुल के प्रत्येक सदस्य की प्रवणता है । 


परन्तु रेखा की प्रवणता 5 दी हुयी है, अतः. 


४-3 _ 
४-4 
या, #&-- 35588 -- 20. 
23 
पर्धातू ऐपल्‍्नतु 


इसलिये भ्रभीष्ट रेखा का समीकरण निम्नांकित है: 
(8४५-4॥-- 7)-/ (४--४-- 2 


या, #३४--४४--7)-+28(४-- ४-2) 20. 
या,.. 3%--7५--8--0. 
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. &४-4४८०० तथा ४--8#<5० के भ्रतिच्छेद . बिन्दु तथा निम्नांकिक ब्रिब्दुःसे गुजरते 


वाली रेखाओं का समीकरण ज्ञात करो. : 
(५) (0,.0) (४) (2, --») े 
(४) (, 0) (४0) (0, -) 
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2, 0४-38 ++). तथा 22--8/5-०8 के प्रतिच्छेद बिन्दु से गुजरने वाली और उस 
रेखा के लम्बवत्‌ रेखा का समीकरण ज्ञात करो, जिसका समीकरण निम्नांकित है 


(४) ४--29४-53 (४) ४८० 
(४) ४5८० (४) 82-- 3/5८१ 
3. उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो, जो छ--29/--85:0 तथा $४-9-+-7 
#50 के प्रतिच्छेद बिन्दु से होकर जाती है और 52-+-49-20-50 के समान्‍्तर है। 
4, उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करो, जो 2४--9/--4-50. तथा ४--४8४ 
-+-7<-0 के प्रतिच्छेद बिच्द्‌ से होकर जाती है और उसका &“अन्तःखण्ड --$ के 
बराबर है। 
7.9 वृत्त (४7००) 


परिभाषा 7.89.4 : बुत्त (लंए०/०) एक समतल में इस प्रकार के बिच्दुओं का समुच्चय है कि प्रत्येक की एक 
नियत बिन्दु से दूरी धनात्मक भ्रचर होती है । 
नियत बिन्दु को केन्द्र (०००६४०७) तथा दी हुई दूरी को वृत्त की त्रिज्या (7807०5) कहते हैं । 
केन्द्र और त्िज्या ज्ञात होने पर, श्रव हम वृत्त का समीकरण ज्ञात करेगे। 


प्रमेण 7.29.2 : अगर वृत्त का केन्द्र 0 (॥, $) तथा त्रिज्या ? हो तो उसका समीकरण 
(४-0 - (४-० तर (7) होता है। 
उपपक्ति : माना, ? (७, ४), वृत्त पर कोई बिन्दु है (भाकृति 7.26 देंखें) । 





ह झाकृति 7.26 
तब, | ०? | -+* दूरी-सूत्र की सहायता से 
| ० | 5 छ्जपछ-आः 

इसलिए, छ-फो-छ-आओ कक 


या - (४--+)-+- (४--%)१ ह॑क यही सिंद्ध करना था । 
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इस प्रकार, ?, इस बिन्दु-पथ पर अवस्थित है। यदि, इस बिन्दु पथ पर कोई बिन्दु ९ (», ४,) 
हो तो (४/--#)-- (५ “7 #) +5४ झौर इसलिए दूरी 00--# | समीकरण (४--#)? +- (५-८ #)75--+१ एक + 
ब्िज्या के वृत्त का निरूषपण करता है जिसका केन्द्र (॥ #) पर है। - 
उपूप्रमेय : यदि, » त्रिज्या के वृत्त का केन्द्र मूल बिन्दु पर हो तो वृत्त का समीकरण 

शी -- की स्व (2) 

हो जाता है। ह 

समीकरण (।), वृत्त के समीकरण का मानकस्वरूप (2(४णल७४०० #००:७) कहलाता है। वत्त 
तभी वास्तविक है जबकि *>0 यदि *< 0 तो समतल का कोई भी बिन्दु समीकरण (]) को नहीं सन्तुष्ट 
करता और हम देखते हैं कि समीकरण का भ्रालेख रिक्त है । 

उदाहरणस्वरूप, समतल में कोई भी रेखा बिन्दु नहीं है जो ४” +-४१----7 को संतुष्ट करे | यदि 
।7-+0 तो समीकरण ()) (४-#)-+-(४-॥४)75-० हो जाता है | इससे ४रन्‍क तथा ४८-८४ प्राप्त होता है। 
(क्यों?) इसलिए, इस प्रकार के वृत्त को केवल एक बिन्दु संतुष्ट करता है और यह बिन्दु केन्द्र के संपाती होता. है। 
इस प्रकार का वृत्त बिन्दु-बृत्त (797४ ०7००) कहलाता है । इस प्रकार, बिन्दु-वृत्त वह वृत्त है जिसकी त्रिज्या 
शून्य होती है । 

समीकरण 

औक-- 00१ | 898 |-02--709 7-0... (8) 

पर विचार करो, जो द्वितीय घात के सभी संभव पदों यथा 4», 829 तथा (0४; प्रथम घोत के सभी संम्भव 
पदों यथा 0» तथा 0४ और शून्य घात के पद यथा झचर पद 7" का समावेश करता है। इस समीकरण को 
द्विधात घात का व्यापक समीकरण कहते हैं । के 

प्रब, हम देखेंगे कि, समीकरण (!), वास्तव में, द्वितीय घात के व्यापक समीकरण की एक विशिष्ट 
दशा है। हि 

समीकरण () के कोष्ठकों को दूर करने पर, हम देखते हैं कि, 

शा -- 2028-- ४-० ३१ -- 2/0 -- # कं 

या, श-|- ४ --2४४-- 209 -- (# +- # -- +) २८0 (4) 

समीकरण (3) तथा (4) की तुलना करने से हम देखते हैं कि समीकरण (3) एक वृत्त होगा यदि 

3550, 8-50 इसलिए वृत्त के समीकरण का व्यापक रूप 


4 --3॥१-)-0५--779 + 7-0 (5) 
हैं। इसको निम्न प्रकार से लिख सकते हैं : 
४240 ह ४ के 7 कह जज 
ध 8 )१_5--72-- 487 


में है ली). 
समीकरण (6), समीकरण (]) के रूप में हैं । यह, कट न रा) केन्द्र वाले वुत्त का निरूपण 


करता है, यदि, (2“--॥77--48॥) > 0; यह बिदु-वृत का निरूपण करता है, जिसका केन्द्र ([ व न) 


है, यदि, 707-[-27--4$4.7--0 तथा यदि, 70! -- /87--487'< 0 तो समीकरण (6) का आलेख रिक्त होता है। 
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समीकरण (!) या (5) किन्‍्हीं समीकरणों से, हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते हैं कि, वुत्त के निरूपण 
के लिए तीन प्रतिबन्धों की आवश्यकता होती है क्योंकि तीन अचरों का मान ज्ञात करना होता है तथा प्रत्येक 
प्रतिबंध तीन अचरों के बीच एक सम्बन्ध स्थापित करता हैँ । फिर भी, हमें ध्यान रखना है कि केद्ध का ज्ञान 
दो प्रतिबंधों के तुल्य है क्योंकि इसके निर्देशांक इन समीकरणों के दो अ्रचरों को ज्ञात करते हैं। तीनों प्रतिबंध 
विभिन्‍न रूपों में हो सकते हैं, उनमें कुछ को निम्तांकित उदाहरणों में दिया गया है । 
उदाहरण 4 : उस वृत्त का समीकरण ज्ञात करो, जिसका केन्द (-3, 2) पर है शौर तिज्या 4 है । 
हल : यहाँ पर बिन्दु (#, 5), (-2, 2) तथा त्रिज्या £ है। भरत: समीकरण (!) में, #---3, #ल्‍>४ तथा 
#_-+ प्रतिस्थापित करने पर, 
[2-(- 3)/+ (४-०)१८ (४ 
या, (#न-3)/+-(४-2)/5८76 
उदाहरण 2 : वुत ४१--॥४/---22--4/-+७ का केन्द्र एवं त्रिज्या ज्ञात करो। 
हल : दिये हुए समीकरण को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है : 
(४०-22) - (# न ४५) 5१ 8 
कोष्ठकों में बर्ग पूर्ण करने पर, हम देखते हैं कि, 
(४ --22--7) न (४ +-४४--4) ५०9 --3 -- 4. 
या, (४-- )7 +- (५-+-2)#+]8 
इसकी तुलना वृतक्‌ के मातक स्वरूप से करने पर, हम देखते हैं कि वृत्त का केन्द्र (!, --2) पर है 
झौर तजिज्या /7४ है । 
उदाहरण 3 : बिन्दुओं (!, 0), (--, 0) तथा (0, !) से जाने वाले वुत का समीकरण ज्ञात करो। 
हल : तीनों बिन्दुओों के निर्देशांकों को समीकरण ($) में क्रम से रखने पर, हम देखते हैं कि, 
280--- 6-८). 
2# -- 6 ८-८ 
20 -- ९ -+ 
जहाँ ४-८ (#-- ४7 -- #?) 
इन युगपत्‌ समीकरणों का हल, ##₹८0, ४0 तथा ४८०--]८---” है। इसलिये, इन तीन 
बिन्दुओं से जाने वाले वृत का समीकरण «४--४>5१ है । | 
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). निम्नांकित वृत्तों में से प्रत्येक का केद्ध एवं त्रिज्या ज्ञात करो; 
(४) ४+(४-१)+5४ (४) (४+5)!+(४--9)१5०80 
हक 4 % | 
(8) (#- हु ) +(/+जू-) स्नदू-. (8) #+#--4७--0३०८४ 
(७) #+-४--४--2४--३२००, 
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१. निम्नांकित वृत्तों में से प्रत्येक का समीकरण ज्ञात करो जबकि, 
(४) केन्द्र (है, ढ) तथा त्रिज्या के 
(४) केल्ध (--9, --2,) तथा त्रिज्या 7 
(१४) केन्द्र, रेखा ४--4/--॥ पर भ्रवस्थित है भौर वृत्त विन्दुश्नों (3, 7) 
तथा (5, 8) से गरुजरता है । 
(४०) वृत्त, बिन्दु (2, 4) से होकर जाता है और केर्व, रेखाओ्रों ४ - ४ 
| तथा 2४ -89775-- के प्रतिच्छेद बिन्दु पर है। 
(2) बिल्दुओं (2, --0), (8, $) तथा (--3, ) से गुजरता है । 
(४४) उस त्रिभुज के शीर्षों से गुजरता है, जिसकी भुजायें ४+४४२52, 
3४8--49/--6 तथा »--४/<८० पर हैं । 
3. दिखाओ कि, तीन दिए हुए बिन्दुओं से, संरेख नहीं है, केवल एक वृत्त खींचा जा सकता 
है। 


7.20. वृत्त पर स्पर्शी तथा श्रभिलस्ब के समीकरण (एरतुण्छधंकाड ०९ ''बमट्टणण६ बणते धरठाफाछा 
४0 2 (7९८०) 


वृत्त पर स्पर्शी (:872०70) तथा झभिलम्ब (207४७) के समीकरण ज्ञात करने के पहले, हम एक 
वक़ पर स्पर्शी तथा अभिलम्ब की परिभाषा करेंगे । 


| 





आकृति 7.27 


माना, वक़ 0 पर, ? तथा ९ दो बिन्दु हैं, जैसा कि, आकृति 7.26 में दिखाया गया है। छेंदक रेखा 
२0 खींचो' अब, जैसे-जैसे बिन्दु ७ वक़ 0 पर ? की तरफ बढ़ता है, छेदक रेखा 20, ? के परितः घूमती है (2 
के परितः घूर्णव करती है) भ्रौर जब ९, ? के बहुत पास होता है तो रेखा ?७ सींमांत रेखा 97 के संपाती 
होती है। सीमान्‍्त छेदक रेखा 777, बिन्दु ? पर वक़ की स्पर््ञी रेखा कहलाती है । 


बक़ के लिए अभिलम्ब एप, वह रेखा है जो बिन्दु ? पर वक़ के स्पर्शी पर लम्ब है। 
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वक़ पर किसी दिए बिन्दु पर स्पर्शी तथा अमिलंब का समीकरण ज्ञात करते के लिए, हमें स्पर्शी की 
प्रवणता ज्ञात करना झावश्यक है। 


माता, वृत्त क +-//८-७* पर किसी बिंदु ? के निर्देशांक (», ४) हो तो 


गान आप ्स्की [ ) 
बृत्त पर एक दूसरा बिछु ९ (७, ४४) लो । तब, 

० -- एव ज्स थी (2) 
प्रब, द्विबिन्दु सूत्र से, ९७४ का समीकरण 

४-५ 2४ न््व्याम ४४-90) (3) 
समीकरण (2) को समीककण (3) में से घटाने पर, होगा 

87०४४ सन ४8 --०] 7 
या, (का गरत्ट श्र) (भरा न १५) म्स्ल (9५ न शा) (०५ प्य थ्ध) 

/ / आ /। 3२5 (299--» ) 4 
इसलिए, %३०-४। (४४-।9॥) | 


चूंकि, जैसे 0, ? की ओर अग्रसर होता है, सीमान्‍्त स्थिति में, जीवा ९९ वक़ पर स्पर्शी है, इसलिए, 
जैसे 0, ? की श्रोर प्रग्नसर होता है श्र्थात्‌ ७:->०, तथा ७५-०४, 
४४०४ नाथ 
नीता अकै जित--+++ 
2&2-० भ् थ््छ 


श्रौर समीकरण (3), 


# “भत्ता - ञ (४--») में परिष्कृत हो जाता है । 


3 
या, ४०8ा--०४ ४४४०-७४ नर 0 
या, श्य ४४ 5ल्‍श  +ै कप न्ल्की 
इस प्रकार, वृत ४* --४१--५/ की किसी बिंदु (2, ७४) पर स्पर्शी का समीकरण 
2०; +- ४७३ सतकी ह (5) 
होता है । 


यदि, हमें वृत्त के व्यापक समीकरण #-- ४ -- 70४ -- 709 -- ४-0 के लिए किसी बिन्दु (४, #४) 


पर स्पर्श्षी का समीकरण ज्ञात करना हो तो ऊपर की भांति हम अग्रसर हो सकते हैं। स्पर्शी का समीकरण, 
निम्न होगा । 


ब्थ+2४+ के विकश) जू ((+9)+#50..... (0) 
(पाठकंगण स्वयं इस समीकरण का निर्धारण करें।).... 
यह ध्यान में रखा जा सकता है कि, वृत्त के समीकरण से ही किसी विदु (2६, 8५) पर स्पर्शी का 


समीकरण ज्ञात करने के लिए, » की जगह ४४ ४* की जगह ४७५, » की जगह 7“ तथा की जगह “72 
प्रतिस्थापित करना पड़ता है । 
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स्पर्शी का समीकरण, कलन (०७।०णे०७) की विधि से भी ज्ञात किया जा सकता है । 
स्मरण रखें कि, वक़ के किसी बिन्दु पर अभिलंब, वह रेखो है जो उस बिन्दु से गुजरती है श्रौर 
वक़ के उस बिन्दु पर स्पर्शी पर लंब है। चूंकि, वृत ४ --४८-० के बिन्दु (2, ४५) पर स्पर्शी का समीकरण 
अशथन-४५४ ८० है, इसलिये इस रेखा के लंबवत्‌ कोई रेखा 
श४।-- शक सन मे होगी | 
» को इस प्रकार चुनो कि, यह (», ४४) से गुजरे । तब, 


है लम्मक “वध स्ू0 
अतः बुत #--४८-क के बिन्दु (2,, 9५) पर अ्भिलम्ब का समीकरण 
878-- श॥२२0 (7) है । 


ध्यान रखें कि, प्रभिलम्ब उस केन्द्र से गुजरता है जो प्रत्याशित मूल बिन्दु है । 


यदि, वृत का समीकरण, ४-7४ +02+ 789 +-/--0, है तो उसी प्रकार दिखाया जा सकता 
है कि, बिन्दु (3 ४४) पर अमिलम्ब का समीकरण, 


छप, छ 
खत हक ) नाथ (# ् कह शा जे धतत0 (8) है। 
... ध्यान रखें कि, वृत का प्रमिलम्ब, सवंदा, वृत के केन्द्र से गुजरता है। इसलिये, वृत के किसी 
बिन्दु पर भमिलम्ब वह रेखा है जो वृत के केन्द्र और उस बिन्दु को मिलाती है । 
उदाहरण ! : वृत ४-४ न८$ के बिन्दु (2, 3) पर स्पर्शी का समीकरण ज्ञात करो। 


हल : वृत «+-/ ८० के बिन्दु (४, ४) पर स्पर्शी का समीकरण ४» --४७१--०/ है। 
शन्‍्न0, 0753 तथा ४#--8 प्रतिस्थापित करने पर दिये हुए बृत पर स्पर्शी का समीकरण, 
4%४--39<%5१8 है। 


उदाहरण 2 : वृत ४ -+४--262-- !29--08--0 के बिन्दु (7, 2) पर स्पर्शी तथा भ्रसिलम्ब का समी- 
करण ज्ञातं करो । 


हल : उपरोक्त वृत के समीकरण की तुलना वृत के मानक समीकरण से करने पर, हम देखते हैं कि, 
90५---26, ॥--8,  #+-05 
तथा शातत7, ४; २२52 ॥ 
इसलिये, समीकरण (6) से, स्पर्शी का समीकरण निम्नांकित है : 


प+- 28 -- ् (४+7) + दा (४4-१०) +-08 «0 


या, 72--298- 3(2-- 7) + 0(४+-9) +- 08--0 

या, 7४-- 2४ -- 3% -- 93 +-0४--722 -- 08 --0 

या, ना 0 न 89 +-20--:0 

या, 3४2--49 -- ]3:50 

समीकरण (5) से, भभिलम्ब का समीकरण निम्नांकित है : 
४(7-8) --०(2-- 6) ३-6 ३८7 +-8 ८ 250 
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पा, --09-- 82 | 42 -- 28:50 
या, -- 0४ --+09१४ नै 68 च्र्न्0 
या, 42 -- 89/--- 345ऋ%0 


प्रबनावली 7.0 


, दिये हुए बृतों के लिये, विनिदिष्ट : बिन्दुओं पर स्पर्शी तथा अभिलम्ब के समीकरण 
ज्ञात करो: 
. (४) #“+#-»% (१7) 

(४) छो--४-१0; (,--3) 
) ४*+-४7०5१४; (--3,--4) 
(४) ४+-४-३0०--6४--व09 50; (4,--7) 
(० श+४--262--2/--45<-0; (2, 3) 
(७) ४--४-2०४--१0४--]ल्‍0; ._ (--», 2) 
(०४) ४-+-४१--26४--0; (४(! -- ०08०), 6 अं॥७ ) 

2.  दिखांशो कि, « के समी मानो के लिये, बिन्दु (७ ०08 ०, ८ #॥ ०) वृंत की -- ४ ८ 
पर भ्रवस्थित है । यह भी दिखाशो कि, इस बिन्दु पर स्पर्शी का समीकरण 2 ००४ 
«नै ४ धं॥ ४7२0 तथा अझभिलम्ब का समीकरण » 87 ०-३ ००8 ७-0 है। पुनः 
दिखाशो कि, रेखा ४ 80 ५--४ ०08 «56 भी, « के सभी मानों के लिए, वृत पर 
स्पर्णी है । न्‍ 

3, रेखा ४7२१४०८--० तथा वृत ४---४४--०५० के प्रत्तिच्छेद बिन्दु ज्ञात करो। वह 
प्रतिबन्ध ज्ञात करो जब यह रेखा बृत की स्पर्शी है। ह 

... रेखा £--%8४ -<5 %४,का, वृत ४-|-४--७ की स्पर्शी होने का प्रतिबंध ज्ञात करो। 

दिखा्रो कि, बिन्दु (& ४,) से बुत, 2-४१ 4-02 -- ॥09 -- 7-० की स्पर्शी की 
लम्बाई का वर्ग $//-- ४-0०, ३9 --४९ है । | 
फ2 बुत कुल (ए0४0७ ० ०0०४) 


हम देख चुके हैं कि, वृत के मानक समीकरण में तीन झ्रावश्यक श्रचर होते हैं । इस प्रकार, वृत 
के निर्धारण के लिए तीन प्रतिबंधों की झावद्यकता होती है। यदि, हम बुत पर दो प्रतिबंध भारोपित करें 
तो भचरों में से एक भ्रचर भ्रंनिर्धारितं रहेगा । इस प्रतिबंध को मंनमाने ढंग से चयन किया जा सकता हैं शर्ते 
यह है कि यह प्रतिबंध,दो अचरों को निर्धारित करने वाले प्रतिबन्धों का विरोधामास न करे और उनसे 
स्वतन्त्र हो । इसलिये हम ऐसी पद्धति पाते हैं जिसमें केवल एक स्वेच्छे श्रचर का भ्राभास होता है भौर 
परिणामस्वरूप, हम वृतों का एक भ्राचल कुल प्राप्त करते हैं। इस प्रकार, वृतों का एक प्राचल कुल उसी प्रकार 


प्राप्त होता है जिस प्रकार एक सरल रेखा पर एंक प्रतिबन्ध भ्रारोपित करने पर सरल रेखाझ्ों का एक प्राचल 
कुल प्राप्त होता है । 
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उपरोक्त श्रनृच्छेद में, हमने जो कुछ कहा है, उसकी व्याख्या निम्नांकित उदाहरण करेंगे । 
इदाहरण  : केन्द्र (--4, 3) वाले बृत कुल का समीकरण लिखो 
हल : चँँकि केन्द्र ज्ञात होने का तात्पर्य यह हैँ कि दो प्रतिबंध वृत पर आरोपित किये गये हैं और हम 
दो श्रचरों को ज्ञात करसकते हैं अर्थात्‌ वृत के व्यापक समीकरण # +- ४-- 288 -- 208 + # +- #॑ 
-+75-0 से # झौर # ज्ञात कर सकते हैं । 
पुनः चूँकि #+०--4 तथा #--53 इसलिये उपरोक्त समीकरण से, 
क-- ४ |- 88- 0४-- (26--%#) ++0 
या, #न॑०४१-७४-०४+-४५०० जहाँ ४++ (26 --+*) 
इस समीकरण में, «८ एक श्रनिर्धारित ग्रचर है अर्थात्‌ एक प्राचल हैँ। इस 'प्रकारःएमाहलकप्रच , 
बुत कुल प्राप्त करते हैं। ४ के विभिन्न मानों के लिये श्राकृति 7.28 में'इसकुल के कुछ सदस्यों को 
दिखाया गया है। 
बह वृत कुल, जिसका केन्द्र एक हीःहोता. है परन्तु त्रिज्यायें भिन्‍न होती हैं, संकेन्री बृत कुल 
(#8०७ं]५ ०६ ००००९०४४ए१० ०००४) कहलाता है । उदाहरण ! का वृत कुल, संकेन्द्री बुत कूल है । 
उदाहरण 2 : बिन्दुओं (--2, 2) तथा (58, ) से गुजरने वाले उस वृत का समीकरण ज्ञात करो, जिसका 
केन्द्र, रेखा 2-9 --0 पर है। 
हल: माता, वृत का केन्द्र (॥, $) है। चूंकि, केन्द्र, रेखा ४-29 +- 8550 पर अवस्थित है, इसलिये, 
#--08 -)- 8 --0 
या, #5-- (%-+-8) 





आकृति 7.28 


तब, रेखा पर केन्द्र वाले सभी वृतों का कुल निम्त' प्रकार से व्यक्त किया जा 'सकता है : 
थी + ४ --29(9४---9) ४-- ७8५ + [(28--8)? +-#*-. /0)] ०० 0 
या, की -- ४ +-2(28--9) ४--280४--००5०, जहाँ 6०5[(27--8)7 4-/0-.-#] () 
इस प्रकार, हम द्वि-प्राचल वृत कुल प्राप्त करते हैं क्योंकि, समीकरण में दो स्वेच्छ भ्रचर # तथा 
€ रह गये हैं । श्रब॒ हमें बाकी दो प्रतिबन्धों अर्थात्‌ वृत्त बिन्दुश्नों ( )' तथां (5, १) से 
“गुजरता है को भी आ्रारोपित करने पर, 'निम्नांकित दो समीकरण प्राप्त होते हैं 
“+0 -]- € +« तथा 8# -- 6८ -- 86 
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इस प्रकार, ४८८६--20 तथा &5---४. इन मानों, को समीकरण (॥) में प्रतिस्थापित करने पर 
हमें वुत का समीकरण ४-४ --22--49--20 5-० प्राप्त होता है । 


दो ब॒तों के प्रतिच्छेद बिन्दुष्चों से होता हुआ बृत कुल (एम्वष्मोए ० लंत्टोट्ड पाए० तरह 6 वैत्९0६४९०- 


00 ०९ ६७० सं० ९४) 


बृत कुल का एक उपयोगी उदाहरण निम्न प्रकार से मिलता है : 


माता, #+४+ 08 +शिक्र+-0, ७० : (2) 
तथा, ४-४ नि नी9७ + १८८0 (9) 
दो विशिष्ट वृतों के समीकरण हैं। भ्रब निस्तांकित समीकरण पर विचार करो : 

(४ न ४ न 0%8 +- 000 +- कऊ) 4 #(४/--४ + 0;2 | 0५9 +- फ) त्ः0 (५) 


जहाँ £ एक स्वेच्छ श्रचर है । इस समीकरण को निम्न रूप में भी लिखा जा सकता है: 

(६ +४)४+ (१ +/)४+ (0, +0॥0)28+ (४ + 0७४०)४+ (४, +०५४) -००.. (8) 
यह स्पष्ट रूप से एक बुत का समीकरण है, यदि #-# --]. 
यदि, ४5 -- तो समीकरण (5) एक सरल रेखा में परिष्कृत हो जाता है, जिसका समीकरण 
निम्तांकित हैं । ' 
(0, --0,)2 + (89, --9,)9+ (१५-४५) 0 
किसी भी अ्रवस्था में, यदि दोनों वृतों का प्रतिच्छेद बिन्दु (», ४५) हो तो समीकरण (4) से 
व्यक्त वक़ इस बिन्दु से होकर जायेगा। यह ऐसा इसलिए है कि, यदि (»,, 9) दोनों वृत्तों के 
समीकरणों को सस्तुष्ट करता है तो इन निर्देशांकों को समीकरण (4) में प्रतिस्थापित करने पर 
(4) समीकरण 0 --/(0) +-0 को लघुकृत हो जाता है । 


हम देखते हैं कि, #7#£ --! के लिए समीकरण (4) या (5) एक प्राचल वृत-कुल व्यक्त करता है 


जिसके सभी सदस्य, दो दिये हुए वृतों के प्रतिच्छेद बिन्दु से, यदि कोई हो, गुजरता हैं। यदि £-5--] तो, 
समीकरण (&) तथा (5), एक सरलरेखा का समीकरण व्यक्त करते हैं जो दो दी हुई वृततों के प्रतिच्छेद 
बिच्चु, यदि कोई हो, से गुजरती है । 


उदाहरण 3 : दो व॒ृतों, 


हल : 


का -- ३ -- 8४-20 |- 7 5८0 
| ४०-4४ -- )09 +- 8550 के प्रतिच्छेद बिन्दु तथा बिन्दु (-!,--2) से गुजरने वाले वृत का 
समीकरण ज्ञात करो। ह 
दो दिए हुए वृतों के प्रतिच्छेद बिन्दु से जाने वाले वृत-कुल का समीकरण (४ --४--8:2--2४--7) 
+#(र-+-४/--५४--१0/--8) 50 है । 
चूँकि बुत, इस कुल का एक सदस्य है और यह बिन्दु (--),--2) से गुजरता है, इसलिये इन 


निर्देशांकों को उपरोक्त समीकरण में प्रतिस्थापित करने पर, हम देखते हैं कि, 


24 --38:-0, या £5-8, 
£ के इस मान के लिए अ्रभीष्ट वुत का समीकरण 9४/--99--40%-+- 789 +- 77 50 है। 
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गणित 
प्रदनावली 7./ 


) से 8 तक के प्रत्येक प्रइन में व्यक्त तथ्यों से वृत्तकुल का समीकरण ज्ञात करो शौर 
पिशिष्ट सदस्य का भी चयन करो | 


केन्द्र (2, --2) पर, त्रिज्या 3 का सदस्य 

केन्द्र (--५, 2) पर, ४-9 5-४ को स्पर्श करने वाला सदस्य 

केन्द्र (3, --5) पर, (0, --१) से गुजरने वाला सदस्य 

दो वृत्तों, ४ --४१-.. 8४-- 28 + 7550 तथा » + ४--४० +- 09/ -- 8:50 के प्रति- 
छेद बिन्दु से गुजरने वाले तथा निम्नांकित अतिरिक्त प्रतिबन्धों को संतुष्ट करने वाले 
वृत्त का सभीकरण ज्ञात को : 


(४) जिसका केन्द्र, £-म्रक्ष पर है, 
(४) जो बिन्दु (3, --3) से गुजरता है 


भषध्याय 8 


है भूमिका ([#0०००0ए०८घ५०४) 


गणितीय संरचनाओं के प्रध्ययन में “फलन” (#0॥0#0॥) का अ्रधिक महत्त्वपूर्ण स्थान है। 
अंग्रेजी के शब्द ॥०४०॥ (फलन) की उत्पत्ति एक लैटिन शब्द से हुई है जिसका श्र फशांणा 
(संक्रिया) है । इस प्रकार, जब हम एक दी हुई धनात्मक वास्तविक संझुया को दुगुना करते हैं तो हमारा, भ्राशय, 
संक््या 2, (माना) पर एक संक्रिया पूर्ण करके एक नयी संझुया 29 प्राप्त करने से है। इसी तरह, जब हम एक 
वास्तविक संख्या £ का वर्ग करते हैं तो हमें एक नयी संझ्या » प्राप्त होती है। इसलिये, हुम फलत को एक 
क्रियाविधि मान सकते हैं जिसकी सहायता से कुछ दी हुयी संख्याओ्रों के माध्यम से नयी संध्यायें प्राप्त होती हैं। 

एक दूसरे उदाहरण पर विचार करें। माना, हम एक ज्ञीत संग्रहण कोष्ठ के किसी समय विशेष के 
तापमान को मापना चाहते हैं, जिसका तापमान 300 के प्रारम्मिक तापमान से 0*0 पर कम हो जाता है। यह 
सब विदित है कि, हम तापमाल को एक तापमापी की सहायता से माप सकते हैं । माना हम किसी समय £ (मिनटों 
में) पर तापमान 7 (सेस्टीग्रेड) पढ़ते हैं । इस प्रकार, जब /->१ तो हम ""--१0९0; ॥->$ पर, 757"0 
इत्यादि पढ़ सकते हैं । यह स्पष्ट है कि, हम परिमेय संख्याओं के क्रमित युग्मों का उपयोग कर रहे हैं । 

एक और उदाहरण के तौर पर, एक सरल रेखा में गतिशील वस्तु पर विचार करें। यहाँ भी वस्तु 
की स्थिति का निर्धारण करने के लिए, हम संख्याओों के क्मित युग्म का उपयोग करते हैं जो दिये हुए समय 8 पर 
मूलबिन्दु 0 से » इकाई दूरी पर स्थित है। मौतिकी में, विश्वामावस्था से प्रारम्भ कर गिरने वाली वस्तु के द्वारा 


तय की हुयी दूरी का विश्यात सूत्र 85 जूक के रुप में व्यक्त होता है, जहां 8, सेन्टीमीटरों की वह संख्या है 


जो वस्तु / सेकण्ड में गिरती है भोर 9, से० मी०/सेकण्ड* में भुरुत्वाकर्षण त्वरण है। इन सभी उदाहरणों में, 
हम संख्याओ्रों के क्रमित थुग्मों का उपयोग कर रहे हैं। इस प्रकार, फलन के दुगुना करने के उदाहरण में, क्रमित 
युग्म (४, 22); फलन को वर्ग करने में क्रमित युग्म (४, ४“), शीत संग्रहण कोष्ठ के उदाहरण में क्मित युग्म 
(6 2) तथा उपरोक्त उदाहरण में क्रमित युग्म (४, 8) है । ध्यान रखें कि, इन सभी उदाहरणों में क्रमित युग्म 
इस प्रकार हैं कि, उतमें से कोई दो भिन्‍न युग्म एक ही पहली प्रविष्टि को नहीं रख सकता, ऐसी दक्षा में, हम 
क्रमित युग्मों के समुच्चय को फलन कहते हैं । 
परिभाषा 8.]. : माना, < तथा ४ दो अरिक्त समुच्चय हैं| & से ४ पर फलन /, जिसे /: £-+ रे लिखा 
जाता है, ४ »८ ४ का उप-समुच्चय इस प्रकार है कि / में कोई दो विभिन्‍न क्रमित युस्‍्मों की पहली 
प्रविष्टि एक ही नहीं है भर्थात्‌ यदि, (2, 9) €/ तथा (०, 9५) €/ तो 9४७४ पुनः, प्रत्येक ४६४५ 
के लिए केवल एक ४६४ इस प्रकार है कि (», 9)र्ध. 
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फलन | के युग्म (४, ४) के पहले अ्रवयवों या पहले नियामकों के समुच्चय को फलन का प्रांत (ेणणा- 
घ्येण) तथा दूसरे नियामकों के समुच्चय को सहप्रांत (००-/००ः्०रशथ्योष) या परिसर (४४०8०) कहते हैं । 
चर संख्या » जो प्रान्त में मानों को ग्रहण करता है उसे स्वतन्त्र चर (उम्रवण्छुल्पवेल्ता एव्पैन- 
छा) तथा ४ जो परिसर में मानों को ग्रहण करता है उसे परतन्त्र चर (व०छ०फत्न०घ६ एथ४ ४ 292७) कहते हैं । 
क्रमित युग्म (2, 9) में, ॥, » का प्रतिबिस्ब (ई7००४०) [जिसे ४--/(४) लिखा जाता है| तथा » को 9 का पूर्व 
प्रतिबिम्ब (97४8०) कहते हैं । 
परिभाषा 8..! से हम देखते हैं कि 5 से ४ पर फलन / एक संगति है जो # के प्रत्येक श्रवयव 
» को ४ के एक (ठीक एक) श्रट्गितीय श्रवमव ५ को सम्बद्ध करता है। यह भी ध्यान रखें कि, प्रत्येक » के लिए, 
केवल एक 9 होता है जबकि दिये हुए # के लिए श्रनेक » हो सकते हैं। उदाहरणस्वरूप, यदि <# - (, 2, 8, ...) 
तथा ४>+(2, 4, 6, ...) हो तो फलन / : >->४, /(४) 5 955१०, रहे से इस प्रकार परिभाषित होता है 
कि प्रत्येक #€ऊँ के लिए ठीक एक ॥€४ होता है । जबकि यदि ऊँ. + (..., --9, --7, 0, !, 2, ...) तथा 
ए८०(0, !, $, 9 जे हो तो/: 3 >ए, /((७) ४ +#», #€ऊ, से इस प्रकार परिभाषित होता है 
कि, प्रत्येक &€ऊ के लिए ठीक एक ४६४ होता है पर ४६४ के लिए एक से श्रधिक ४€४ हो सकते हैं। उदाहरणार्थ, 
४54 €४ के लिए, दो <€ए भ्र्थात्‌ ४5 --» तथा ४5529 इस प्रकार हैं कि ५55/(--2) /(2) 5०4. 
बहू फलन जो वास्तविक संख्या्रों के उपसमुच्चयों पर परिभाषित होते हैं और .जितका मान भी 
सत्ेदा वास्तविक होता है । को वास्तविक चरफलत या वास्तविक चर का वास्तविक सान फलन कहते हैं । 
उदाहरण 3 : त्रिज्या + वाले वृत्त का क्षेत्रफल 8, 79“ के बराबर होता है। इसको 5 (१) 5 |» लिखा 
जा सकता है । हम कह सकते हैं कि » त्रिज्या वाले वत्त का क्षेत्रफल ४, उसकी त्रिज्या का फलन है 
और उससे अद्वितीय ढंग से निर्धारित होता है ) 
उदाहरण 2: भाना, /), पृथ्वी के घरातल पर के सभी बिन्दुओं का समुच्चय है और ४ वास्तविक संख्याओों का 
| समुच्चय है। ? के प्रत्येक भ्रवयव के लिए छे का एक संगत अ्रवयब होता है जिसे बिन्दु का अक्षांश 
(2४706) कहते हैं । यह भी फलन का एक उदाहरण है। 
उद्दाहरण 3 : हमें ज्ञात है कि, मूलघन की राशि », ब्याज 7, ब्याज की दर #, प्रति इकाई समय तथा समय 
£, 7:०.0./.6. से सम्बन्धित हैं । यदि, हम इन चार राशियों में से किन्‍्हीं दो को नियत करें तो हमें 
शेष दो में से एक, दूसरे के फलन के रूप में, प्राप्त होता है | उदाहरणा्थ, यदि ?5-000, #+« 
.8% तो 7-5808. यह ब्याज । को समय £ के फलन के रूप सें और विलोमतः भी परिभाषित 
करता है। (क्यों ?) 
परदाहरण $ : हमें यह ज्ञात है कि, डिग्री सेन्टीग्रेड 0 तथा डिग्री फारेनहाइट #' में एक सम्बन्ध है। वह सम्बन्ध 
0--ह (+--82) है । यहाँ 0, झ' का फलन है श्ौर ?, 0 का फलन है (क्यों ?) । 
उदाहरण 35 : किन्‍्हीं निदिचत प्रतिबन्धों के अन्तर्गत जीवाणुओ्रों की संख्या समय के साथ बढ़ती है। उदाहरण- 
स्वरूप, एक प्रयोग पर विचार करो जिसमें जीवाणुओं की संख्या » को समय 7 के विरुद्ध निम्नांकित 
सारणी में दर्शाया गया है : 
फ 0. 2 8 4. 
9 800 १900. 868 2748. 2889 
प्रत्येक समय 7' के लिये, ?? का एक मात्र है | 
तब, जीवाणुओं की संख्या 2, !! का एक फलन है । 
अधिकांश ग्रवस्थाओं में, एक फलन को उदाहरण £ की भाँति स्पष्ट रूप से एक सूत्र के रूप में व्यक्त करना 
सम्भव होता है। फिर भी, यह स्थिति सर्वदा सम्भव नहीं है। उदाहरणार्थ निम्नांकित उदाहरण पर विचार करो : 
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इबाहूरण 6 : माना, » एक वास्तविक संख्या है। & (वास्तविक संख्याओ्रों के समुच्चय) से समुच्चय &, जिसमें 

केवल दो अ्रवयव 0 तथा ) हैं, पर फलन / को निम्न ढंग से परिभाषित करो : 

(०) 75 [0, जब » परिमेय है 

गा जब » शअ्रपरिमेय है। 

यहाँ पर, फलन / : ४-+ ४ उदाहरण 4 की तरह स्पष्ट रूप में व्यक्त नहीं है । 
8.2. वास्तविक फलनों के लेखा चित्र (#ब्कुकड ० पटबा एफ०सं०्मड) 

गणित में लेखाचिन्रों की महत्त्वपूर्ण भूमिका है क्योंकि वे बहुत सी समस्याओ्रों का ज्यामितीय चाक्षुषी- 
करण करते हैं । 

जहाँ कहीं भी दिये हुए आंकड़ों के आधार पर एक प्राकृतिक नियम या प्रतिमान ज्ञात करने का 
प्रयास होता है वहाँ प्रायोगिक कार्यों में स्वदा लेखा चित्र प्रयुक्त होता है। इस प्रकार के प्रतिमान ज्ञात होने 
पर, एक प्राकृतिक परि-घटना को कभी-कभी एक गणितीय सूत्र की सहायता से व्यक्त करना सम्भव है । अब, 
हम कुछ फलनों के लेखाचित्रों की विस्तार में विवेचता करेंगे। 

पूर्व कक्षाओ्रों में, हम कुछ फलनों जैसे ॥-> ४» (एक परवलय), #४5-» (मूल बिन्दु से जाने वाली 
सरल रेखा) इत्यादि के लेखाचित्रों का अध्ययन कर चुके हैं । 

इस परिच्छेद में, हम कुछ महत्त्वपूर्ण फलनों के लेखाचिन्नों का अध्ययन करेंगे जितकाविज्ञान, कला, 
कृषि, तकनीकी विज्ञान, वाणिज्य शास्त्र तथा औषधि विज्ञान इत्यादि में विस्तृत अनुप्रयोग है । इसके पूर्व हमें 
देखना है कि लेखाचित्र का श्रर्थ क्या है ? 
परिभाषा 8.2.8 : फलन / : &-> ४ का लेखाचित्र, बिन्दुश्नों (, /(४)) का समतल में समुच्चय है, यहाँ £ उसी 

प्रान्त में अवस्थित है जिसमें फलन / परिभाषित है । 

इस प्रकार, फलन ४5-/(०) 55» का लेखाचित्र, »--9/ समतल में क़मित युस्मों (४, ४) का 
समुच्चय है जबकि फलन ४--/(०) 55» का लेखाचित्र, समत्ल में, क्रमित युग्म (2, ») का समुच्चय है ! 
उदाहरण ! : ४:-/(४) 5-४ का आलेख चित्र बनाओ । 

हम देखते हैं कि, फलन /*, (»,.8) प्रकार के सभी क़मित युग्मों का समुच्चय है जहाँ » कोई वास्त- 
बिक संख्या है। इस प्रकार, , का प्रान्त, सभी वास्तविक संख्याश्रों का समुच्चय तथा परिसर, एकल समुच्चय 
(5) है। बे फलन, जिनका परिसर एकल समुच्चय से बना होता है, श्रचर फलन (८०॥४६७॥६ ईप्र/०४०७) 
कहलाते हैं। इस प्रकार, /(४) --४ एक श्रचर फलन है। इस फलन का लेखाचित्र भ्राकृति 8.] में दिया गया है। 


दा 
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ध्यान रखें कि, एक श्रचर फलन प्राप्त करते के लिए 8 के स्थान पर हम कोई भी वास्तविक संख्या 
ले सकते थे । 


उदाहरण 2 : क़रमित युउ्मों (४, ४), जहाँ 


॥। » »«& 0 
वश], 0<%४<: 9 
5 »  हिंउलेट 
से बने हुए फलन / का झ्लालेख चित्र बनाश्रो | ध्यान दें कि, फलन का प्रांत वास्तविक संख्याश्रों का 
समुच्चय है । 


यह भी ध्यान रखें कि, यह फलत तीन भागों में तिभित होता है । पहला व्यंजक / , यदि «0, 
एक अ्चर फलन है जिसका प्रांत, 0 को सम्मिलित करते हुए सभी ऋणात्मक वास्तविक संख्यात्रों का समुच्चय 
है। दूसरा व्यंजक ४८-८४ --  स्पष्टतया, एक परवलय का एक भाग है जिसका प्रांत, उन सभी » का समुच्चय 
है जिनके लिए 0<:४<2 है। तीसरा व्यंजक, पुनः एक अ्चर फलन ४5-०४ जिसका प्रांत, उन सभी वास्तविक 


संस्याश्रों का समुच्चय है जो 2 के बराबर या 2 से बड़े हैं। फलत का लेखाचित्र आकृति 8:2 में दिखाया 
गया है । 





थ्राकृति 8.2 


उदाहरण 3 : फलन ४ (»)>5 | » | का लेखाचित्र बताझो । 
हम जानते हैं कि यह फलन निम्न तरीके से भी लिखा जा सकता है: 
_|$ ०» »४>0 के लिये 
7) _ »४<0 के लिये 
फलन का लेखाचित्र, 6 तथा # से परिभाषित दो भागों में बना हुआ है, 


#शेरूछ ,.. ४०0 के लिये 
॥ (४) ७०-७४, ४<0 के लिये 


फलन 24व 


फलन का लेखाचित्र, श्राकृति 8.3 में दिखाया गया है । इस फलन को निरपेक्ष मान फलन (७9४०८ 
अब ईए८४४०४७) कहते हैं । 





आकृति 8.3. 


उदाहरण $ : फलन ॥5-/ (2) २८८४ +? का लेखाचित्र बनाओ, जहाँ 6 तथा 8 वास्तविक अचर तथा » एक 
वास्तविक संख्या है । 


फलन का लेखाचित्र, वास्तविक संख्याश्रों के (४, ८४--४) प्रकार के सभी क्रमित युग्मों से बना है । 
लेखाचित्र, भ्राकृति 8.4 में दिखाया गया है। इस फलन को रैखिक फलन (िटब जित्रं०७) कहते हैं । इसके 


९६ 





झ्राकृति 8.4 


नाम के साथ रैस्लिक शब्द इसलिए प्रयुक्त होता है कि /(४) ++ 6४--४ का लेखाचित्र एक सरल रेखा है। ध्यान 
रखें कि, जब ५७-0० तो हमें श्रचर फलन ४ 5-/(») +-० प्राप्त होता है। 


रेखिक फलनों के कुछ उदाहरण दिन प्रतिदिन के जीवन में मिलते हैं : 


(४) चिरपरिचित सूत्र “2 (--7४), जो ? रुपये की / वर्षों के लिए » रुपये प्रति इकाई समय के 
ब्याज दर पर व्यय की हुईं घनराशि के लिए, नियत मूलधन ? तथा नियत ब्याज दर » के लिए समय के एक 
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रैखिक फलम का निर्धारण करता है। वास्तव में, यदि हम दायें पक्ष में किन्हों दो चरों को नियत करें तो हमें 
४ शेष चरों का रैखिक फलन के रूप में प्राप्त होता है । 
(४). एक पिल्ड द्वारा £ सुप्य में नियत वेग १, से तय की हुयी दूरी ४ 


सूत्र चीज ५३४ 

से प्रदर्शित होती है । 

इस प्रकार, दूरी 4, निम्नांकित सूत्र से व्यक्त समय ४ का रेखिक, फलत है : 
] लॉ 4 ) सन 


(भं)). भौतिकी में, एक वस्तु को, एक अचर बल (/”) के विरुद्ध, दूरी (४) तक गतिशील रखने में, किया 
गया कार्य (५७) सूत्र 
ए् >- छह 
से दिया जाता है। च्‌कि #' अ्रचर है, इसलिए किया गया कार्य | तय की दूरी का फलन है। 
(४०) इलैक्ट्रानिक में, प्रतिरोध छे तथा धारा ! वाले चालक के सिरों के बीच विभव (९०/४७८०) ए सूत्र 
ए प ३ 
से दी जाती है। प्रत: नियत 7४ के लिए, श्र्थात्‌ 8-5 7४५ के लिए, विभव ४, धारा का रैखिक फलन है और 


५() - &॥ 
से व्यक्त होती है । 


उदाहरण 5 : ४-50 के भ्रतिरिक्त सभी »&€फ के लिए परिभाषित फलन ४४ (») हि पर विचार करो। 


इस फलन का लेखाचित्र ( &, हे ] प्रकार के सभी क्रमित युग्मों से बनता है जहाँ » कोई शून्ये- 
त्तर वास्तविक संख्या है। इस फलन का प्रांत, स्पष्टतया, सभी शून्येतर वास्तविक संख्याओं श्र्थात्‌ 
&-- [0) का समुच्चय तथा परिसर भी 0-0) है। इस फलन का मूलभूत गुणधर्म यह है कि यह्‌ 
छोटी (बड़ी) निरपेक्ष मान ली संख्याओं को बड़ी (छोटी) निरपेक्ष मान की संख्याओ्रों में परिवर्तित 
करता है। इस फलन' का लेखाचित्र, भ्राकृति 8.8 में दिखाया गया है। ; 


१4 


्ौ ६ 


झाकृति 8,5 
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इस फलन का लेखाचित्र समकोणीय श्रतिपरवलय (#€०४घबछट्ुफॉशण ॥9एछथाफं००) कहलाता है । 
यदि, एक आदर गंस के लिए, हम नियत तापमान पर दबाव 2 तथा श्रायतन ४ को सम्बन्धित 

खींचे तो हमें ॥| 

करने वाला लेखाचित्र खींचे तो हमें उपरोक्त फलन के समरूप ही एक फलन अर्थात्‌ ४ (४) न्‍ू८ तद्वू तप्त 


होता है। फलन को £+-- हे से व्यक्त किया जाता है, जहाँ पर 0 एक अचर है। ध्यान रखें कि, इसका 
लेखाचित्र केवल पहले चतुर्थाश में ही परिभाषित है । 


उदाहरण 6 : फलत ४5-/(») +- [»] जहाँ » एक वास्तविक संख्या है, के लेखाचित्र पर विचार करो । 
प्रतीक [४] का भ्राशय » के बराबर या उससे कम महत्तम पूर्णांक से है । इस प्रकार, [9.87] « [श], 
[4.] 5 4, [--0.87] ** --& तथा [0.99] -- 0. इस फलन का लेखाचित्र (», [»]) प्रकार के सभी क्रमित 
युग्मों ये बनता है । [४] की परिभाषा से, हम देखते हैं कि, 
-+ ६४ < 0 के लिये, शितत-]) 
06 ४<7 के लिये, [2]5-50 
&४<9 के लिये, . लशिच्च। 
2&2<83. के लिये, [५]८5७०, इत्यादि । 
फलन का लेखाचिन्न, आकृति 8.6 में खींचा गया है । 





श्राकृति 8.6 


ध्यान रखें कि, काली बिन्दियों से अच्तंविष्ट बिच्दुओं को तथा वृत्तों से त्याज्य बिन्दुओं को दिखाया 
गया है। इस फलन को महत्तम पुर्णाक फलन (87०७६०४5६ ३7६९8८० #छ०८६४००) कहते हैं। इस फलन को 
एकक पग फलन (एण्यंध 5४९७ णवटधं००) भी कहते हैं। एकक पग नाम देने के पीछे सत्यता यह है कि, यह 
मात्रक श्राकार के पगों को ग्रहण करता है । ये फलन, फलनों के व्यापक संवर्गं, पय फलन (5629 उ#ीए्रश०हा०४5) 
की विशेष दशायें हैं । इस प्रकार के फलन हमारे दिन-प्रतिदिन के जीवन में प्रायः मिलते हैं। उदाहरणार्थ () 
» ग्राम भार के पत्र पर 9 पैसे का डाक टिकट, (2) दिल्‍ली से बाम्बे के लिए & मिनट तक के ट्रक काल का 
शुल्क ४ रुपये, (3) दो या दो से अधिक विभिन्‍न घातुझ्नों से बने श्रौर सिरे से सिरे जुड़े हुए मिश्र धातु चड़ के 
एक सिरे से # से० मी० की दूरी पर ऊष्मा चालकता। 
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उदाहरण 7 : निम्नांकित फलल पर विचार करो : 
 १],. #४%>0 के लिये 
0, »च्त0 के लिये 
| 7, »४<:0 के लिये 
इस फलन को चिन्ह फलन ($प8छुछप्तप७छ ईधश८टध००) कहते हैं और डट्ट७छ » से प्रदर्शित करते हैं । 
इस फलन का, गणित, भौतिकी तथा वैद्युत यांत्रिकी के कई विभागों में प्रयोग होता है । इस फलन का लेखा- 
चित्र, भ्राकृति 8.7 में दिखाया गया है । 


४ 





श्राकृति 8.7 


ध्यान रखें कि, ७३0 ४ तथा |» | में घनिष्ठ सम्बन्ध है। संयुक्त फलन के अध्ययत्त में, हम लोग 
देखेंगें कि, 





3097. | न्द्रा | ) 28:50 


8.3 बहुपद फलन (?ग;णगक्रंश हप्रा०स॑०्प5) 


पूर्व अ्रध्ययन में, हमने ८६४--०, वक् +- ७४ + 6, »? इत्यादि प्रकार के फलनों पर विचार किया है। 
वे क्रमशः रेखिक फलन, द्विधात फलन तथा घन फलन के उदाहरण हैं। ये फलन, फलनों के व्यापक संवर्ग 
बहुपद फलन की विशिष्ट दकायें हैं । 


परिभाषा 8/333 ; ? के प्रास्त में सभी » के लिए परिभाषित फलन 
ए? (४) 5७७ + का छ-ै-क४/-- **' * --७,४९, ०, -0, 

जहाँ ७,, &"** ** ०१ वास्तविक संख्याएँ हैं तथा » एक स्वेच्छ घनात्मक पूर्णाक हैं, को » घात का 
बहुपद फलन कहते हैं । 

इस प्रकार, रेखिक फलन, घात / का बहुपद, द्विघात, फलन घात 2 का बहुपद तथा घन फलन, 
घात 3 का फलन है इत्यादि | अचर फलन, घात 0 का बहुपद है । 

फलन / (#/ 5 / & (४>0)के बारे में आपके क्‍या विचार हैं ? क्या यह एक बहुपद फलन है ? 
नहीं, यह बहुपद फलन नहीं हैं (क्यों?) 

इसके पू्वें हम रेखिक तथा द्विघात फललों की महत्ता देख चुके हैं । इस प्रकार बहुपद फलनों के 
प्रध्ययन की अपने आप में बहुत ही महत्ता है। 
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84 परिभेय फलन (सिसंण्णरा छएच्चटरं०गड ) 
दो बहुपद फलों के विभाजन से फलनों का एक ग्रन्य महत्त्वपूर्ण संवर्ग प्राप्त होता है जिसे परिमेय 


फलत कहते हैं । 
परिभाषा ; 8:5.] : निम्न प्रकार से परिभाषित फलन हे 
नव 
जहाँ ? (४) तथा 0 (») (७-0) बहुपद फलन है, परिमेय फलन कहलाता है। यह » के उन्हीं 

मानों के लिए परिभाषित है, जिनके लिए ७ (४) 5८0 
॥ 5 #-॑-। 


पा ज 


0 कील कर कक इक 2:?-[- 28-- !, परिमेय फलतों के उदाहरण हैं। ध्यान रखें कि 2७ -- 


9.४ -|- 22 -- 4 9 (५) 
९ (४) 
व्यापक रूप में, यह दिखाया जा सकता है कि, प्रत्येक बहुपद फलन एक परिमेय फलन है । 
पूरे उदाहरणों में, तुमने कुछ ऐसे फलनों को देखा है जितके लिए /(2) 5/(-») तथा ((-- 
5“ --(») सत्य है । उदाहरणस्वरूप अनुच्छेद 8.2 के उदाहरण ! तथा 3 के फलन इस प्रकार हैं कि /( ) 
+/(--») तथा उदाहरण 8 तथा 7 के फलनों के लिए /(--») 55 --/(») सत्य है। हम, उनको विशेष नाम 
से पुकारते हैं। जिन फलनों के लिए, /(४)-5/(--४), सभी » के मानो के लिए सत्य है, उनको सम फलन 
(९४९४७ ईफ्म८४४०४७) तथा जिनके लिए /(--») 55 --/(2) सत्य है, उनको विषम फलन (०घं #एह८४४०४६) 


कहते हैं । 


22--। को के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। ग्रतः यह परिमेय फलन है । 





ध्यात रखें कि, “(“)/ (77४) सबंदा समफलन तथा “ 7/(-7“) कक --») सबंदा विषम फलन होत। 


है (क्यों ?) | चूँकि /(४) को /(») (9) 7(-«) ग 3 280 कक, से निरूपित किया जा सकता है, 


इसलिए प्रत्येक फलन /(») को, /(») तथा /(--») के परिभाषित होने की स्थिति में, सम तथा विषम फलनों 
के योग के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। यह भी संभव है कि, फलन न तो सम हो और न विषम । 
उदाहरणस्व रूप, (2) 5८४--»४ ने तो सम है और न विषम । 


प्रशनावली 8./ 


नीचे दिए हुए प्रत्येक सम्बन्धों में बताओ वे फलन हैं या नहीं, यदि नहीं तो क्‍यों ? जब वे 
फलन हों तो उनके प्रांत तथा परिसर ज्ञात करो : 
शी] 





॥. (3 हट) 2:<3 

2, करन -- 4-9१ #«: 2 
3, कन्स्स शहर 

के. (सनकी 
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8, | ४ | -+-४च5 
6, $८८ »5>6 8 


निम्नांकित फलनों में से, प्रत्येक फलन का लेखाचित्र खींचों | तथा उनमें से सम या विषम, 
फलनों का उल्लेख कीजिए : 

7, ॥#२८०४४(४--2) 

8, ४४% | ४-2 | 

9, ४ल्‍[*|-» 


४, यदि ४८0 
0,  ॥/--< ४ यदि 0< ४2 
४, यदि 2< » 


8. ३४ (०) रा ५ थ पा है! ” एक पूर्णांक है। 


8.5 फलनों का इतिहास (झा&६००9 ० एच्ा०एंगा७) 


बीजगणित तथा ज्यामिति या उसी तरह के किसी गणितीय घारणा के ही समान, फलनों की संक- 
हपना भी उल्लेखनीय विकास के दौर से गुजरी है। 


अपनी धारणाश्रों को व्यापक और विस्तृत बनाने की, गणितज्ञों की सामान्य प्रवृत्ति रही है। जैसा 
कि माना जाता है, 'फलन' ([07०४०॥) शब्द को सर्वेप्रथम आरण० डेकार्ट (8, ॥008087०) [2896-650] ने 
68 में प्रस्तुत किया, जिसने इस पद का प्रयोग केवल चर » के किसी धतात्मक पूर्णांक घात »' के श्रथ॑ में 
किया । 7वीं शताब्दी में, फलत की सबसे स्पष्ट परिभाषा, जेम्स ग्रंगरी (7७778 6762०7४) [स्‍688-678] 
ने 2067 भें अपनी पुस्तक ४९7६ (गा फेछए०्००३० 0ए80790ए7५७ में दिया । उसने फलन को एक ऐसी 
राशि के रूप में परिभाषित किया, जो दूसरी राशियों से बीजीय संक्रियाओं या किसी दूसरी कल्पनीय संक्रियाओं 
के अनुक़मण से प्राप्त होती है। कदाचित्‌ इसके बाद जी० डब्लू० लेबनीज (6. छा. ॥,0७ं०7/४) [[646- 
7]6] ने अपनी 673 की पांडुलिपि में फलन (०४०४०॥) शब्द को वक़ के एक बिन्दु से दूसरे बिन्दु पर परि- 
वर्तित होने वाली राशि के श्रथ में प्रयुक्त किया जैसे वक्र पर के एक बिन्दु के नियामक, वक़ की प्रवणता, स्पर्शी, 
प्रभिलम्ब तथा कोदि की लम्बाई । फिर 74 में, अपनी म्रा४४०7४७ में, लेवनीज ने 'फलन' (#ए्0४07) दाब्द 
को उस राशि के अर्थ में प्रयुक्त किया जो किसी चर पर निर्मर करती है । वाक्य खण्ड “४ का फलन' (शशिरल्ंतता 
० ») का प्रयोग करने वाला, वह पहला व्यक्ति था। एल० झाइलर (7, ४४००) [7707-)788] ने फलन को 
चरों एवं श्रचरों से युक्त किसी समीकरण या सूत्र के रूप में माना | फलन की झाइलर की धारणा जोसेफ 
फीरियर (0809॥ #०७7०७) [768-880] के समय तक प्रयुक्त होती रही, जिसने उष्मा-प्रवाह की जाँच के 
दौरान फलन की एक परिमाषा दी जो इस प्रकार के सम्बन्धों को अन्तनिहित करने के लिए काफी विस्तृत थी। 
अन्त में, ली० डिसेलेट (//भु०्णाा० आंलंक्र७) [2808-889] ने फलन की एक परिभाषा दी जिसका 
प्रयोग आजकल होता है। समुच्चय सिद्धांत के भ्राविष्कार के बाद, फलन की समुच्चय सिद्धान्त वाली परिभाषा 
बाद में जाज कैण्टर (9००४७ 087007) [845-98] ने दिया । 


संकेत पद्धति के रूप में, जान वारनाली ने » के व्यापक फलन के लिए | या ८ लिखा, जिसे उसने 
37]8 में ७७ से परिवर्तित किया | लेवनीज ने » के फलनों के लिये, »', &* प्रयुवत किया, जिसमें मूर्धाक्षर तभी 
प्रयुक्त किये जाते हैं जबकि झ्रनेक फलन हों | संकेत पद्धति / (४) को आइलर ने 2784 में प्रस्तुत किया । 


ग्रध्याय 9 


त्रिकोणमिति 


9] भूमिका (्रप्ाण्तंघर्धंछव) 


/एजं82०॥0०॥079 (त्रिकोणमिति)/ शब्द की उत्पत्ति ग्रीक शब्दों (४8000॥ तथा ए7०४07॥ के संयोग 
से हुयी है, जिसका अथ “8768 था9]9 ॥९88ए78 (प्रिक्रोणमाष)/ है। प्राचीन काल में त्रिकोणमिति कां प्रयोग 
त्रिथ्ुज की भरुजाओं एवं कोणों से सम्बन्धित प्रइनों को हुल करने में किया जाता था। लगभग ४800 वर्ष पहले, 
यह गणित के पाठ्यक्रम में सम्मिलित किया गया। इसका ग्रध्ययन, समुद्री कप्तान, नौसंचालन में; सर्वेक्षक, 
नवीन भू-मा्गों का नवशा बनाने में तथा प्रभियंता एवं दूसरे अपने कार्यों में करते थे । परन्तु आज त्रिकोणमिति 
के प्रयोग का क्षेत्र बहुत विस्तृत हो गया है । वर्तमान समय में, त्रिकोणमिति (या ज्यादा यथार्थ वृत्तीय फलन) 
का प्रयोग बहुत से क्षेत्रों जैसे भूकंप विज्ञान, वेद्युत परिपथों की अभिकल्पना, परमाणु की श्रवस्था का वर्णन, 
समुद्र में ज्वार-भाटों की ऊँचाई के पूर्वानुमान, संगीतमय स्वर के विश्लेषण, तथा सूर्य-करलंकों की उपस्थिति के 
भ्रध्ययन में होता है | वृतीय फलतों के प्रयोग से स्टाक मार्केट के उतार-चढ़ाव की भविष्यवाणी करने का प्रयास 
चल रहा है। 


9.2 मोलिक धारणा (ऐश्न8४० (०7०९१६५४) 


पूर्व कक्षाओं में, हम एक कोण, उसकी प्रारम्मिक भुजा, ग्रन्तिम भुजा तथा शीर्ष के बारे में ग्रध्ययन 
कर चुके हैं (प्राकृति 9.] देखें) । ' 





हा झाकति 9. 


947 
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महू धनात्मक तथा ऋणात्मक कोणों से मी परिचित हैं । आकृति 9.2 (०) तथा (४) में घत्ात्मक कोण 
तथा (०) में ऋणात्मक कोण दिखाये गये हैं । 


8 
हि 
! गा | 
0 ि 8 0. / 
(8) (9) (९) 


श्राक्षति 9.2 
मापन का एकक (रीफ्रांफछ ठीं फ९ब8ए०७९७९:४) 


कोणों की माप के लिए अनेक एकक हैं। एक एकक का सुझाव हमें कोण की परिभाषा से मिलता 
हैं। आकृति 0.8 में दिखाये गये भांति, प्रारम्भिक भुजा की स्थिति से एक पूर्ण परिक्रमण, एक एकक है। यह 
साधारणतया बड़े कोणों के लिए सुविधाजनक है। उदाहरणार्थ, द्रृत गति से चलमे वाले चरखे के लिए, एक सैकण्ड 


(---०--> मजा है 
(8 अ्रन्तिम मजा । 8 
आकृति 9.3 


में निभित कोण बहुत ही उपयोगी है। इस प्रकार, एक अभियंता, 900 परिक्रमण प्रति मिनट की दर से घूमने 


वाले चक्र के बारे में जानकारी वे सकता है । हम दो अन्य पद्धतियों का वर्णन करेंगे, जिनका सबसे ज्यादा प्रयोग 
होता है । 


छोटे कोणों के लिए, मुख्यतया जब एक परिक्रमण से कम के कोणों को नापना हो तो एक परिक्रमण 
का कुछ हिस्सा ज्यादा सुविधाजनक होता है। ऐसे कार्यों के लिए, प्रायः षाष्टिक पद्धति (0८बड8०छयडी 
598£27) का प्रयोग होता है । 


बाष्टिक.पद्धति' (8859 8९5 $98#2॥9) 


४ ] 
यदि आ्रारम्भिक भुजा से अन्तिम भुजा तक का एक घूर्णन, एक परिक्रमण का हे जी भागे होता 


है तो उस कोण को एक अंदा (०४७ 0०87७९) माप का कोण कहते हैं और उस्ते )" लिखा जाता है। एक अंश 
को. मित्रों में तथा एक मिनट को सैकण्डों में बाँठते हैं। एक अंश का साठ माग मिनट कहलाता है और 3 
से व्यक्त होता है तथा एक मिनट के सांठवें भाग को सैकण्ड कहते हैं शौर !' से व्यक्त करते हैं। इस प्रकार, 
007 -> 7 
80 -» ? 
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कुछ 80?, 270", 3600, 4207, - 30”, --420 भापों के कोण आकृति 9.4 में दिखाये गये हैं। 


480" १70' 350. 
ि 
8 ०0 हु न & (5 अकबर" 8 


8 
४] 
मी 20" 
(0 / ९ 


षाष्टिक पद्धति का प्रयोग, अभियांत्रिकी, ज्योतिपज्ञास्त्र, नौसंचालन, तथा सर्वेक्षण में विस्तृत रूप में 





आकृति 9.4 


होता है । 
रेडियन माप (रिक्षतां॥क शि९छ४ध००) 


कोणीय माप का एक दूसरा एकक, जिसे रेडियन साप कहते हैं, उच्च गणित तथा उसके भनुप्रयोगों 
में एक विशिष्ट महत्त्व रखता है । इस पद्धति में, मापन का एक्क एक रेडियन है उस घवात्मक कोश को, 
जिसका शीर्ष वृत्त के केन्द्र पर होता है श्रीर जो उसी वृत्त की त्रिज्या के बराबर चाप द्वारा प्रंतरित होता है, ! 
रेडियन भाष का कोण कहते हैं श्ौर ! से व्यक्त करते हैं । ग्राकृति 9.7 में क्रमशः । रेडियन तथा १॥ रेडियन 
माप के कोण दिखाये गये हैं । 


ख2++ 


श्राकति 9.5 


हम जानते हैं कि, ” त्रिज्या के एक वृत्त की परिधि 3, 2: होती है । इसका आशय यह है कि, 
किसी वृत्त के लिए एक तिज्या की लम्बाई, परिधि पर 25 गुना नाथी जा सकती है। दूसरे शब्दों में, एक वृत्त 
की परिधि, (चाहे उसकी तिज्या कुंछ भी हो), वृत्त के केन्द्र पर 25 रेडियन का एक कोण बनाती है। 
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यह सर्वविदित है कि, किसी वृत्त के बराबर चाप, केन्द्र पर, बराबर कोण बनाते हैं। चू कि » लम्बाई 
का एक चाप, एक रेडियत माप का कोण बनाता है, इसलिये / लम्बाई का चाप एक ऐसा कोण बतायेगा जिसका 


माप है. रेडियन होगा । इस प्रकार, यदि / त्रिज्या के वृत्त में, एक / लम्बाई का चाप केन्द्र पर 6? कोण बनाये 
० है 
तो हम देखते हैं कि, 


870 <-- ...... 


१$ 


एक कोण तथा इसका माप, स्पष्टतया दो भिन्‍न पक्ष हैं। फिर भी भाषा-दोष के कारण, प्रायः 
“कोण” तथा “कोण का माप” एक दूसरे के लिये प्रयुक्त होते हैं । उदाहरणार्थ, यदि 8, 30” माप के कोण के 
लिए प्रयुक्त हो तो हम 60-30” लिखते हैं जबकि वास्तव में कोण का माप 30” के बराबर है । 
प्रंध एवं रेडियन में सम्बन्ध (8०७४४०७ छै९४७९९७ ९87965 बरतें फ्ै॥त:7७४5) 


चकि बृत्त की परिधि केन्द्र पर एक ऐसे कोण का निर्माण करती है जिसका माप रेडियन में 25 
एकक तथा अंझों में 800” एकक है, इसलिये, 


2: रेडियन 55360? 
या ४* रेडियन--907 


उपरोक्त सम्बन्ध की सहायता से, हम रेडियन को मझंशों के पदों में तथा श्रंशों को रेडियनों के पर्दा 
में व्यक्त करते में समर्थ होते हैं। इस प्रकार ४ का लगभग मान धर लेने पर हम देखते हैं कि, 


) रेडियन ८८ 780 _ 87० 6/ लगभग 


प्रा 


तथा ९... .... रेडियत 
छा 


मै 0.0746 रेडियन लगभग 
उदाहरण 4 : उस वृत्त की त्रिज्या ज्ञात करो, जिसमें 55” का एक केन्द्रीध कोण 4&7 से० मी० चाप काद्ता 


22 | 
है। [ *ध८ जाग प्रयोग करो)* 
ल्‍ 4547 
हल; यहाँ 7 97 से०मी०, 8५ -....- 
ह्‌ हँ्‌ ९म(०, पठ 


| 
अतः 4 जछ 
हे से 
 प 
#ब्| 87% _.. से० मी० 55288 से० मी० 
फा 


उदाहरण 2 : एक घड़ी की बड़ी सुई 3.5 से०मी० लम्बी है। 50 मिनट में इसका टिप कितनी दूर चला 
जायेगा ! 


$ धिन्ह 5४ को आशय “लगभग बराबर'' से है । 


तिकोणमिति 25] 


हल : 80 मिनट में, घड़ी की बड़ी सुई एक परिक्षमण का ड वां भाग या हे रेडियन घूमती है । 
झ्रतः अभीष्ट तय की हुयी दूरी 
(५-१0 
677 __5 ०्मी० 
न्‍्+.5 9८ के से० मो०हह 2 से मी 


८826 “2 से० मी० (5223.342 के प्रयोग से) 


न्‍्न्य.865 से० मी० 
निम्तांकित सारणी में, कुछ सामान्य कोणों के रेडियन' माप दिये हुए हैं: 


श्रंश 30? 46? 60? 90? 80? 270? 360? 








रस पद पर वर हि जा कक के के डा 877 
रेडियन ह प्र ठ्ठ डर ध ठ् ध7 





ध्यान रखें कि, जब एक कोण को रेडियन में व्यक्त किया जाता है तो 'रेडियन' शब्द को प्रायः छोड़ 
दिया जाता है। इस प्रकार, ;१5-१80” तथा. रू ++45 इस विचार से लिखे जाते हैं कि इन समीकरणों 


में बायें सदस्यों के माप का एकक रेडियन है। 


प्रश्नावली 9. 


3. 40 से० मी० व्यास के वृत्त में, एक जीवा की लम्बाई 20 से० मी० है । जीवा के लघु 
चाप की लम्बाई ज्ञात करो। 

2. एक चक्र एक मिनट में, 360 परिक्षमण करता है। एक सेकण्ड में यह कितने रेडियन 
घूम जायेगा ? 

3. 200 से० भी० व्यास के एक बृत्त के केन्द्र १९ 22 से० मी० चाप द्वारा निर्मित कोण को 
अ्रंशों में ज्ञात करो । (४5८ “# का प्रयोग करो) । 

4. यदि दो वुत्तों में, एक ही लम्बाई के दो चाप केच्द्र पर 60? तथा 78? के कोण बनायें 
तो उनकी त्रिज्याश्रों का अनुपात ज्ञात करो। 

5. वह कोण ज्ञात करो जिससे एक ऐसा लोलक दोलन करता है जिसकी लम्बाई 75 से० 
मी० है और सिरा (०) १0 से० मी० (४) १5 से० मी० (०) 9 से० मी० का चाप 
वर्णित करता है । 

9.3 बृत्तीय फलन (एस्‍7<०पॉब- इचा१०॑पें०मड) 


पूर्व कक्षाओं में, हमने एक कोण की ज्या, कोटिज्या इत्यादि को एक समकोण त्रिभुज की भुजाम्रों की 
लम्बाइयों के भ्रनुपात के रूप में व्यक्त किया है। फिर भी, ये परिभाषायें केवल न्यून कोणों तक ही सीमित थीं । 
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इन परिभाषाओं को किसी भी कोण के विस्तृत किया जा सकता है। 

माना, 0, चित्र 0.0 में दिखाया गया कोण २00 तथा ? (»,४) इसकी अन्तिम भुजा 00 पर, 0 
से भिन्न, कोई बिन्दु है। माना 0? की लम्बाई # से प्रदर्शित की गयी है। समरूप त्रिभुजों के प्रयोग से, हम 
निम्नाकित प्रमेय सिद्ध कर सकते हैं : 


प्रमेय : 8.8.2 : अनुपात -- तथा कन , अन्तिम मजा पर बिन्दु 2 की स्थिति से स्वतन्त्र है। 
8 


उपपत्ति: हम केवल हे अनुपात के लिए ही सिद्ध करेंगे । श की उपपत्ति उसी के समान है और पाठकों के 


लिये छोड़ दी गयी है । 
स्थिति (४) हम सर्वप्रथम उस स्थिति पर विचार करते हैं जिसमें कोण की भ्रन्तिम भुजा, निर्देशांक भ्रक्षों में से 
एक से संपाती नहीं है। 





शभ्राकृति 9.6 


भ्राकृति 9:6 में, माना, रेखा 00 पर, मूल बिन्दु से अलग दो बिन्दु ? (४,9) तथा ?/ (४,७/) हैं। ४- 
भ्रक्ष पर दो लम्ब ॥ तथा 7?” '( खींचने पर हम समझरूप त्रिभुज 070, 07” प्राप्त करते हैं। 0४, 007 


की लम्बाईयां क्रशः | |, | ४] तथा 07, 0? की », * है। समरूप त्रिभुजों 000, 07 ७ से 
हम देखते हैं कि, 

0४097 

7्ः ठह 


अर्थात्‌ | » (7 | £ |// (संगत भुजाओं के अनुपात बराबर होते हैं) । इस प्रकार अनुपात 


द्रा तथा की कांतिमान में बराबर हैं | पुनः चूंकि ? तथा 7 एक ही चतुर्थाश में अवस्थित हैं, इसलिए, 
4 
» तथा ४ एक ही चिन्ह के हैं । भरते: 
श्र ०, क्र 
कक 


स्थिति (४) यह वह स्थिति है, जिसमें अन्तिम भुजा, निर्देशांक भ्रक्षों में से एक के सम्पाती है । यह पाठकों के 
लिये, अभ्यास स्वरूप छोड़ दी गयी है। 


न को कोण 0 की कोटिज्या (००४४०) [तथा इसे ००४ 0 लिखते हैं] तथा गा को कोण ९ की ज्या 


(अं0०) तिथा इसे 7 0 लिखते हैं| पुनः 


आण मे को एीवेडलप सतह के 





हम 
008 0 4] 


तिकोंगमिति 268 








कोण 0 का ००४६८७:४४--००४७० 0-+_.._ ल्‍ल्‍-, 
छ7 8 ५ 
। 7 
कोण 6 का 820080६:-:880  0-- -... ..  . -८-... 
008 8 म्ः 
कोण 8 का ९०४ग्रछ8७४४६ २5००६ 6 -- मम यम 2 
धांत्र 0 पा 


यह देखा जा सकता है कि प्रत्येक कोण 9 के लिए निम्न सत्य है 
थी। 0-87 (0--3607) 
008 6--००8 (0-- 3607) 
६87 0:-॥87 (9-- 360?) 
हम कहते हैं कि 8४76 तथा ००४४० फलन, आवर्ती फलन हैं तथा प्रत्येक का आवत्ते काल 960? 
[या 8४ रेडियन (72097)] है तथा स्पर्शी फलन. (#0ा8७॥76 000॥) श्रावरत्ती फलन है तथा इसका आवरत्त' 
काल 80” (या » रेडियन) हैं । 
वृत्तीय फलन की भझ्रावर्तित का एक महत्त्वपूर्ण परिणाम निम्नांकित है : 
००४ 380 २००४ (38607 -[- 20?) २६००४ 20? 


8 77 १५ ६ 
म््+000 %ाए कु] ८5006 -... 
( कः $ 3 


संकेत पद्टति की एक परिपाठी (4 ००ाएशाएगा 4००7८ '०८8४ं०७) 
एक कोण के त्रिकोणमितीय अ्रनुपातों को ऊपर परिभाषित किया गया है । चू कि कोणों को या ता 
रेडियन में या अंशों में नापा जाता है, इसलिये, हम इस प्रथा को अपनाते हैं कि ००8 «” लिखने का झ्राशय, 
कोण की उस कोटिज्या से है जिसका अंझों में माप « है (इसी प्रकार, दूसरे प्रनुपातों के लिये भी) और जब 
कभी हम ००४ 3 लिखते हैं उसका तात्पये उस कोण की कोटिज्या से है जिसका माप रेडियन में 8 है । (इसी 
प्रकार, दूसरे त्रिकोणमितीय अनुपातों के लिए) | यदि, इस प्रकार की कोई परिपादी न हो तो प्रसंग से यह 
स्पष्ट होना चाहिए कि दिये हुये कोण के लिए कौन सा माप प्रयुक्त हुआ है । 
उदाहरण  : 300” के कोण के लिए वृत्तीय फलनों का मान ज्ञात करो । 
हल : 800” के कोण की अन्तिम भुजा चौथे चतुर्थाश में है और धनात्मक »-श्रक्ष से 60" का कोण बनाती 
है (आकृति 97 देखें) । 


00 








झाकृति 9.7 
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हम देखते हैं कि, 
था। 300१ -श॥ (300"-- 360") -आ। (--60% > -आ। 60" - ४7 


५ 


तथा. ००8 8007 -- ००४ (800 -- 3607) -- ००४ (--607) २००8 607 -< हि ; 


यह ऐसा इसलिये है कि, ज्या तथा कोटिज्या फलनों का आ्रावर्तकाल 360? है, इस प्रकार, आंत 0 
तथा ००४ 6 में, हम या तो ” से 360” घटाते हैं या ?” में 860” जोड़ते हैं। ऐसा करने से उनके मानों में कोई 
अन्तर नहीं भ्राता | ४० 300? तथा ००४ 300 के मानों से, हम देखते हैं कि, 

008९0 300 -- -- ३5 ,. 860 300? --2 
डे 
दा ] 
$8 300? -- -- / 3 , $ 3000 -- -- -...... 
॥;॥॥ | 4 50 फ््त् 
9.4 भ्रिकोणसितीय सर्वसमिकायें (7948 ०००७घ९०४-० पत०णधंध०5) 

इस परिच्छेद में हम त्रिकोणमितीय सर्वंस्तमिकाओरों श्रर्थात्‌ वृत्तीय फलनों के उन सम्बन्धों का अ्रध्ययन 
करेंगे जो दिये हुए कोणों के सभी मानों के लिए सत्य है बशतें इन कोणों के लिये, सम्बन्धों के सभी व्यंजक 
परिभाषित हों । इस प्रकार की सवंसमिकायें, अनेक क्षेत्रों में बहुत ही उपयोगी हैं जैसे मुख्य रूप से भौतिकी एवं 
अभियांत्रिकी में । 

वृत्तीय फलनों से सम्बन्धित एक मौलिक तादात्म्य निम्नाँकित है । 

| शंत्रा 8-|- 008 6 -+ ]. 
इस स्वंसमिका से, हम निम्नांकित सर्वसमिकाश्रों को आसानी से प्राप्त कर सकते हैं : 
 +- ६७07 0--880 0 तथा -- 006 6--00880* 06. 
(87/2 68 00880* 6 32 


उदाहरण 4 : सिद्ध करो कि, फल कक हि २ 


877 8-.-7 8807 0-..०0860 60. हंपी 8-.-00४* 0 
हल: हम देखते हैं कि, 


07 6 00860* 6 
कक्षा 80--0]... 860 6-.- 00860? 68 
शं0* 8 ] 
ह नि टप 9 रथ श्राप 9 
धा7* 0 _] ॥॥ 
0087 68 0087 8 807 6 


शं7* 8 0087 6 
३४ 877 8-. 008* 6 


बायाँ पक्ष रू 


भी 6--6087 8. 
शांत 8 -- 0087 6 
++ पड 6-०० 8 
(4 
77 (क 9-.. ००४ 8 
म्न्दायां पक्ष 


तिकोणमिति 2965 


ध्यान रखें कि, हम बायें पक्ष से प्रारम्भ करके दांयें पक्ष को प्राप्त करते हैं। कोई बायें पक्ष के स्थान 
पर दायें पक्ष से निम्न प्रकार से प्रारम्म कर सकता था : 
] _ ००४ 6--शांए 6 
भी 0-- 008४ 0... शी 8-- 0०8) है 


॥ 


दायां पक्ष 
शं7* 6 008? 0 
क* 8-... 008? 8 श्र 8--९००४8 8 
पहले व्यंजक के अंश तथा हर को ००४” 8 तथा दूसरे को आए? 6 ००४” 6 से विभकत करने पर हम 
देखते हैं कि, 





धो? 68 ्‌ 
५ 608 87 68 
दायां पक्ष जू कह इक न ह हा 
व्ग्श्ह त्त्छ 8... हा 6 
छा 6 008607 0 


+ कर ॥-] 7 इहत्छे 6-- ००४०० है 
म्न्बायां पक्ष 
(सर्वसमिकाओं को किसी पक्ष से प्रारम्भ करके सिद्ध करना पाठकों के लिये एक सूक्ष्म प्रभ्यास 
स्वरूप है, यद्यपि ऐसा करना कोई भ्रावश्यक नहीं है) । 
यह भी ध्यान रखें कि, उपरोक्त सर्वसमिका ४४0 055 :£] तथा के उन मान के लिए सत्म नहां 
है जिनके लिए सम्बन्धित वृत्तीय फलन परिभाषित नहीं हैं। ये मान क्‍या है * 


उदाहरण 2 : सिद्ध करो कि, 


पा वि ।--शां॥ 0 
(8600 -- 80 0)१--० का न 
हल : दाँये पक्ष पर विचार करो। इसके प्रंश तथा हर को (--»ं॥ 0) से गुणा करने पर, हम देखते 


हैं कि, 
गंयों अलाओ (]-ं॥ 6) 
(+--भं॥ 0) (--भं० 0) 
__ (-- 99 0)? 
4-- भा 6 
(--आं। 8)! _ ( ]--थ। .0 ) 


008 6 808 
( है 879 0 | 
0508 6 008 8 


“5 (8०० 8---/0॥ 8)“--बायाँ पक्ष 





॥ 


॥ 
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प्रदनावली 9-2 


4. निम्नांकित कोणों के वृत्तीय फलनों का मान ज्ञात करो: 


> 6 65% .. नए ४ ५ 
(४) १88? (४) जज (४४) न 0 (४) --१20 
2, निम्नांकित त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाओों को सिद्ध करो : 


(४) भं॥र 8 ०० 9-- भंप 6, 00880 6 -- --००४ 6 
... थी! 8 छा 6 
(४) 





ज....0.......0000.. --- | -- 866. 0 
--- 005 0 रफ 


(४७) 80० 6 (]-- 97 0) (४७० 6--$७॥ 0) --]. 
(०) 770०९ _. धणए 0 

]-- ०08 8 (866 0--१)* 
(भ) 60860 0--०0$ 0 


............ 5 ४-(00886 0--000 8)? 
00889 0-- ०06 0 ( हु ) 


3, यदि, 9 एक धनात्मक न्यून कोण हो तो आकृति 9-8 की सहायता से सिद्ध करो कि, इस 
प्रवस्था में ४0 (6-)-907):-008 0, ०08 (907 -|- 6) ++ -- शा] 0 
इससे निम्नांकित सम्बन्धों का निगमन करो ; 
एक (90 -- 6) -5 --००४ 09, ००8 (907 -|- 0) ++ “- ४७१ 8 
860 (907... 0) -६ “7 ०0880 6, ०0860 (907 -- 0)--860 6 


( फ् ) धाह 8 9 शांत 8 





आकृति 9.8 


4, यदि, 8 धनात्मक न्यून कोण हो तो, सिद्ध करो कि, 
अंत (--१) नर + भी। 8, 008 (--9) 55००8 0 


ब्विकोणमिति थ्र्ता 


इससे निम्नांकित सम्बन्धों का निगमन करो । 
$७0 (-- 0) न्‍त-+ क्या 0, 800 (--0) 5२४०० 0 
60$ (-- 0) 55 -- ००६ 0., ००8७० ( --0)--००४७० 0. 
5. सिद्ध करो कि, 
8 (807 -- 6) >>थं। 6, ००४ (4807 -... 6) -+ -- ००8 6 
680 (2807---0) ++ -- ४8४ 0, ००४ (807 -.-. 0) <६ --००४ 68 


860 (807 -.. 6) ++ ---800 8, ००860 (807 -.- 0) -२००४०७० 0 


(संकेत : झ्राकृति 9.0 का प्रयोग करें) 





6. निगमन करो : 
87 (807 -|- 0] --+>--शंत 6, ००४ (80?-|- 0) २६ -- ००8 8 
६870 (807 -[- 6) ++ ४७70 0, ०० (807 -- 0) ००५ 0 


860 (807 -|- 8) ++ “7800 0, 0088० (१80 -|- 6) २ -- ०0860 6 


09.5. त्रिकोणमसितीय फरलमनों को योग का सूत्र (4वकभत्म एलटणणेंबल (०७ 7लंड्डण००ण१९धले० 
एप्रगट०घ5) 


इस परिच्छेद में, हम दो कोणों के योग के त्रिकोणमितीय फलन के व्यंजकों को, कोणों के त्रिकोण- 
मितीय फलनों के पदों में ज्ञात करेंगे । 


प्रमेष 9.6,2 : किन्‍्हीं दो कोणों 8 तथा # के लिए, 
०08 (9-- $) न्‍२०08 # 608 $-- भांग 0 था थंंत हु (7) 
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उपपत्ति : मात्रा, 0 कोण 509, तथा $ कोण 90?, इस तरह हैं कि 6 की प्रारम्भिक भुजा और ४ की 
अन्तिम भुजा एक ही है जैसा कि भ्राकृति 9.१0 में दिखाया गया है, जहाँ », ४५, 3 तथा ९५ 

बिन्दु, एकांक वृत्त पर है । 
६६ 







7, (८०४ 8, $॥ 9) 


२,0०४ (0 + ९), 8॥ (0 +- ५)] 


२,9०७ (-7%), 8 ( ++%)] 





आकत्ति 9-0 


तब कोण 507,, (8-४) के बराबर है। पुनः कोण ?५07,, (--७५) के बराबर है श्ौर 
--(-$)+-१(४--१) है। इसलिए 2, #,, 7 के निर्देशांक क्रमशः (००४ 8, ४४ 0), [००७ (8--$), 
7 (9+-९)] तथा [००४ (-- ५), ४0 (--५)) है तथा ४, के निर्देशांक (,0) हैं । 
20,070, तथा 9,0/£, त्रिभुजों पर विचार करो | वे सर्वागसम हैं (क्यों ?) इसलिये, ९, 7; तथा 
४, 7; बराबर हैं। दूरी-सूत्र की सहायता से, ह 
9, 9//--[००४ 8 -- ००४ (--$)] + [अं0 0--»॥ (--९)]* 
मन (008 6-- 008 $)/-- (अंग 8--शं) ५), 
[००४( --९४) 5८००४ $,. के प्रयोग से] तथा &7 (-- $) +5 --शंए $ 
नन2--2 (०08 8 008 $--आं] 0 ४0 $) (क्यों?) 
पुनः 9, ९, [! -- ००8 (8+९)।--[0--आ॥ (8+- ९४) 
न४2--2 ००४ (8--९) (क्यों ?) 


चूँकि, £#, 8७%; ४8, 
अतः 9, ९,/१- 2, 722 
या, 2--2 ००४ (8--$) +52--2 (००8 9 008 9--शंत 8 शंग्र $) 
या, ००४ (7 -++ $) 55008 8 008 (-- शत 8 आं॥ 6 ; ()) 
समीकरण (१) में ७ को --$ से प्रतिस्थापित करने से हंम देखते हैं कि, 
उपप्रमेग : 008 (8--$) ८००४ 68 ०05 कैश 8 शांत (2) 


यदि, हम समीकरण (!) में $ को हा तथा 0 को --0 से प्रतिस्थापित करें तो, हम देखते 
हैं कि, 
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005 


प्+ से 


--+0 हि 89 0 
प्रभैय : 9.6: : किन्‍्हीं दो कोणों ? तथा $ के लिए, 
थंत्र (8-- ४) >] शं।्र 6 008 $--००8 0, #ंत्र $ु (3) 


उपपत्ति : ४ं। (8--०) ्ल्व्ष्ष जू -- (१-४) । (क्यों ?) 


ब्र् 
्श््श [ जा --9) -+$ | 
सर रण +-+0 | 008 कुन॑-शांए (5 -- 0 |ज | 
(प्रमेय 9'5"] की सहायता से) 
नन्शां) 6 008 6--५००8 0 हा ९ 
उपप्रमेय : थं॥ (6-- ९) उ७0॥ 6 008 | -- 008 8 आं। (4) 
उदाहरण 4 : ००४ 8? तथा ००४ 75? का मान बताझञ्ो | 


हल : 0०४ 67 -- ०08 (487... 30?) 
२5008 487 008 307-]- 87 457 80 30 


५ आल 200 जे 
| यू जि/ उन 5 
>> ४/3 +7 
हा 

008 787? -- 009 (45? -|- 807) 
++008 48? 0०8 307 .... &॥ 457 87 30? 


] १4% थ ] ] 





कहे 97 जुडे 5४ 
ली पक 
. कुए०ढ्ढ 


प्रमेय 9.6,38 : यदि, 6, $ तथा (6+-९) में से कोई भी कोण जज विषम अपवर्त्य न हो तो, 


; (&7॥) 0 -|- ६8 
33 35 हनन नमक हि फ्र ; (5) 


उपपत्ति : चूँकि 8 $ तथा (#+%9) में से कोई भी कोण ञ्र का विषम अपवर्त्य नहीं है, इसलिए 


008 0 , ०08 :£20. तथा ००8 (6-- $)750 अब, 


० (0--$) 
४ (0--$) 5२ 4०७ 69) 
__ 30 8 008 $- 7०08 0 शांत ढ 
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अंश तथा हर को ००४ 6 ००8 $ से विभक्‍त करने पर, हम देखते हैं कि, 
धं7 9 008 6 , ९08 6 शं। 
480 (0-|-) <« 6०8 6 ००४ हूं 8.8. 008 4 22202 //। 
008 0 , 008 6 थशा॥ 0 87 के 
008 8 008 $... ५०४ 8,008 #- 
__ 87 8-+- ६97 ९ 
--+ छा) 887 
(8॥ 08--$७१ ७ 
7-- छ7 0 ६879 & 


जहाँ 8, $ तथा (9--9) में से कोई भी कोण, जू का विषम अपवर्त्य नहीं है । 


उपपत्ति : ४80 (0--९) ₹६७॥ [0-- (--९)] 
__ 80 0-|-&॥ (-- ९) 
|. [छा ह पका (--$) 
__ 67 0--४870 ७ 
]+४ऋऋप 8 ४७४ # 





उपप्रभेस : $॥ (0-- ४) << 


8 
उवाहरण 2 : रषभ्ध 75) का मान ज्ञात करो । 


हल : प्रमेय 9.5.3 में, 8 को के ४ तथा. $ को पृ से प्रतिस्थापित करने पर, हम देखते हैं कि, 


43 + 5 धर 
रण ]57) लि ८) | (हु गा न ब्ः ] 


$ 
दा द् प्र न एक -.- 


... हुआ... का. 
]-- ४2४ हा रक यू 
+ 03 
शा कर 7४5१8 
एक अ्णड 
5 





क्यों 850 ४ 
(क्योंकि श्छा हा नर 
(3-- ४ $) (3-- »/ड) _2--0/ 5 


. 3+ ४8 ) (8- »/$ ) न्‍ 
रू2-- ९/ है 


2 3 
ध्यान रखें कि, ६87 छ न्न कक्षा ण्ज्र (इसको सिद्ध करो ।) 


अब, हम 20, 88, इत्यादि के वृतीय फलनों को कोण 6 के वृतीय फलनों के पदों में व्यक्त करेंगे। 
उदाहरण 3 . सिद्ध करो कि, 
७08 28 5-८ ७०४१ 0 --8ं0१ 6 


लिकोणमिति 96] 
उपपक्ति : हम देखते हैं कि, 


00०8 20--008 (8 -- 0) -:008 8 . ०08 0--शभं 6 , भरत 0 

प्न008 80-- 877 0 
इससे हम भ्रासानी से तिम्न सम्बन्ध का निगमन कर सकते हैं : 

608 928 ----- 2 87 8 
ब्नज्टी 008 6-..] 
__ ]-.- (877 8 
| >ंक्षात३ 6 

उवाहरण & : &7॥ 26 --2 ४ं॥ 8 008 0 
__ 2 697 0 


लपक्ा३ 8 
उपपत्ति : प्रमेय 9.5.2 से, हम देखते हैं कि, 
89 20 -->8ांग॥ (9-- 0) नशा) 6 ०0038 6-- 008 0 भी) 8-2 87 0 008 6. 
पुनः थी 40 --28 7 6 ०08 0 
_._2 97 6 008 6 
.. 77 8 --008 6 


प्रंद् तथा हर को ००४१ 8 (>50) से विभक्‍त करने पर, हम देखते हैं कि 


झ। 20 -- 2 ६७70 9 
4--087)5 8 
उवाहरण 5 : सिद्ध करो कि, 
687) 8 
५०४४७ ]--.६8॥% 8 


उपपत्ति : प्रमेय 9.8.3 से, हम देखते हैं कि, 
६87 295-:08&0 (0--0) 
छा 0-- 80 6 
है व का उछाह 
2 $87 0 
जप 9 


उपरोक्त सम्बन्ध तभी सत्य है जबकि, कोई भी सम्मिलित कोण, ज् का विषम अपवर्त्य॑ नहीं है 


अर्थात्‌ न तो 8 और 20, ह के विषम अपवत्य हैं । 


वृतीय फलनों के योग के सूत्र के अनुप्रयोग के रूप में, निम्नांकित सम्बन्ध आसानी से सिद्ध किये जा 
सकते हैं : ह 
008 39:-+4 00987 9--- 3 008 6 
शं0 30-58 श 0--+ शा 8 


$ छत 8-- छा? 6 
7 ह 85- ऊपूजुछझआण 
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अब हम उन सूत्रों का प्रतिपादन करेंगे, जो दो वृतीय फलनों के ग्ुणनफल को, दो वृतीय फलनों 
के बीजीय योग के रूप में श्रौर विलोमतः, योग को गरुणनफल के रूप में व्यक्त करते हैं। इसके लिये, हम 
निम्नांकित सम्बन्धों पर विचार करते हैं : 


भीतर 3 ००8 8-)-००8 # शंग्र नशं॥ (0--8) (१) 

80 3. 008 $--०५०8 4 था 8--87 (&--8) (2) 

008 4. 008 8 --&ंच् # ढ0 85-008 (&-+- 8) (3) 

008 ४ ००8 8 -- श्रं। 8 धां० 8-7०08 (&- 8) (4) 
समीकरण () तथा (2) को क्रम में जोड़मे तथा घटाने पर, 

4 आग & ०05 8-89 (&-- 8) -- आं0 (॥--.5) (5) 

2 008 4 थ7 8 -- 90 (थ -- 9) -- शं। (&--४) (0) 
समीकरण (3) तक (4) को क्रम में जोड़ने तथा घटाने पर, 

2 ००8 5. 008 35-0०08 (# |-8)-|-००४ (4-- 8) (7) 

2 शंत्र है आ॥ 8--008 (8-8) --००४ (4--8) (8) 


समीकरण (5) से (8) तथा की सर्वेसमिकायें गुणन सूत्र (छ7०१ण८टा #0-८छपां४०) के नाम से जानी जाती 
हैं। ये सूत्र, ज्या तथा कोटिज्या के गुणनफल को ज्या तथा कोठिज्या के बीजीय योग के पढों में व्यक्त 
करते हैं । 
3--83--० तथा &--2 553 मानकर (5) से (8) तक के समीकरणों को श्रन्य उपयोगी रूपों में 
परिवर्तित किया जा सकता है । इनको ४ तथा 5 के लिये हल करने पर, 
45३) (०-2), तथा 3८३ (०-३) 
(#--8), (4-75),4 तथा 8 के लिये इनको प्रतिस्थापन करने पर, हम देखते हैं कि, 





थ। «--शं॥ शमर्ण्‌ 7) ठण्ड (“हू ) (9) 
80 €--डांत 8720० “7 ) का ॥ न) (70) 
००8 ०--००४ 8 कवर |) ०० (रो) (7) 
008 6.--008 | >० पथ -ज्र) गरं्र (“| ) (32) 


समीकरण (9) से (2) तक की सर्वेसमिकायें योग सूत्र ($एच७ #००८७७७७) के नाम से जानी जाती है। 
वे फलनों के बीजीय योगों को ग्रुणनफल के पदों में व्यक्त करती हैं । 
उदाहरण 6: यदि, 4--5--0-४ तो सिद्ध करो कि, 
89 &--धंग्र 8 -- भं। 0-२4 हा द » भाव कि » धर हि ५ 
8... 28 2 


हल: वाम पक्ष पर विचार करने पर, 
शो) औैन॑-धं। 8-89 ए--2 आंत (“हु 608 (+ह) +-भाः ९ 
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न्ल्म्टि *०(“ 77) 005 (५) न्‍-2 बोग 608 2 
2 2 2 9 
] 0 ए 
80585 >> हांप्र -.. 008 _. 
मर डर ) मर ] 


एं स्‍-- 3 ए है 
ब्न्न 2008... 008 >_--. |+>2ैशी . 008 -...- 
9 2 9 2 


० (7-४ 
6058 ([ रे ) झ् कर्ण" हक ( कम न 8) ।] 


008 (5-78) न शक जो 
2 $ 


न्ल्ड धाा | 








न 2008 ९ हि 





॥ 
न 
द3 
8 


77 7)77777/77_ 3 


8 


४ ह.. 
2870 -_..- हां -. 
9 2 


॥| ॥ 
श् ष् 
८3 व 
हे | 
9 ४०] ८2 ४०| ८2 ४०] ८2 ७७ 


॥ 
मे 
रे 
प्र 
| 
द 
प्र 
| 
(5 
8 
प्पः 


४७ (2 


घ्ख 


म्म. दायाँ पक्ष 


प्रदनावलो 9.3 


3. दिखाओ कि, 
(४) ००४ 707 ०08 0 -- शो 70९ छा ]0९--+३ 
(४) ००8 807 ००४ 407 -|- थ॥ 807 झत 40?--0 
2. निम्नांकित सर्वेसमिकाओं को सिद्ध करो: 


(४) ००8 8-हांग्र 6-5 १/४ 608 (१+-“बू) 


606 80 ००5 6-3 
60० 0--०७०  $ 
98. 34--008 0 


(४४) श्राप ञद्ग ब््फ ढ्र 


(४) ००४ (च कीनक 





__7--008 0 
सन्त छ58 8 
(०) ००४ $0 (४7 80 -+- था 80) २६०० 0 (87॥ 80--शं0 39) 
(७) ००४ 78--००8 60 -- 0०8 30--008 0-74 008 0 008 20 ०08 40 


9 
( इ्५ ) $8प7 तठ्र 
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85 » की आझ्रावतिता से, 32--2877--0 या 207%--४, ९६ टै. 


$& 
या, क्नन चू गाशिकी)नु ख्द् 2 


यदि 0५०४ #मल्त्े, तब, ४-२0 और तब ००४ » की आवतिता से, & #2%7, #्६४८ . 
इसलिये, उपरोक्त समीकरण का निम्नांकित समुच्चय से व्यक्ति होता है : 


हि [थे बल ल #६ र्णः | ४८८ (28 -+-) च्ः १६ 2 । ह 
(४(७|४०२०४४४,.. %६ 2.) 


या हि | शक जद + हट, । रू | #न्त शि7०६,१६ट । 


प्रह्नावली 9.4 


निम्तांकित संमीकरणों में से, प्रत्येक का मुख्य हल निर्धारित करो: 


ट् 


(४४) 8890 &क्‍़्ल्डि 
(४8) ००४ 3ल्‍८-८--2 
(४४७) ०0866 &#-्२--0 
2, (४) यदि, थं॥ «+»0 3, तो दिखाओ कि, 
0-777+ (-- 7)", जहाँ » एक पूर्णाक हैं । 
(४४) यदि, ००४ «८5०08 3 तो दिखाओशो कि, 
«जनक |: 3, जहाँ % एक पूर्णाक हैं । 
(४४) यदि, ४४0 «5६७7 3 तो दिखाझो कि, «|+?४ै्न-3, जहाँ » एक पूर्णांक है। 
निम्नांकित समीकरणों में से, प्रत्येक का व्यापक हल ज्ञात करो । 
(४) 800 %&-58७० (४-- ४) 


(४) ६8० 2:&----0०० ( +ह ) 


(३) 008 4:--008 29% 


जा 


3 
| | 223०० डे 
(४४) ००७४-- प्रत्न ++70 


(५) 8४0 22--8॥ 62--80 48-50 


(७) 2 छ0 6--०० «लत +-+] 
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9.7. त्रिभुजों के गुणधर्म (ए९7०्फूल्एपेट5 ०६ पपप॑9ग्रष्टा ०5) 

एक त्रिभुज की तीन भूजाएँ तथा तीन कोण उसके हिस्से कहलाते हैं। अपने ज्यामिति के पूर्व 
पाठ्यक्रम से स्मरण करो कि, एक त्रिभुज के निर्माण के लिए, कम से कम, एक भुजा को सम्मिलित करते 
हुए, तीन हिस्सों की श्रावश्यकता होती है । 

इस प्रकार, अगर तीन हिस्सों के माप ज्ञात हों तो हम शेष तीन भागों के संभव मापों की गणना 
कर सकते हैं । दिये हुए भागों की सहायता से अज्ञात भागों का माप विधि को त्रिभुज को हल करना कहते हैं । 

इस कार्य के लिए, हमें त्रिभुज की भुजाओं एवं कोणों को संबद्ध करने वाले कुछ सूत्रों की श्रावश्यकता 
होती है । 

माना, ४30 एक त्रिभुज है। कोण # से हमारा आशय, भुजाओ्ों ४8 तथा 80 के बीच के कोण 
से है जिसका मान 0? तथा 80" के बीच होता है | कोणों 8 तथा 2! को भी इसी तरह परिभाषित करते हैं । 
शीर्ष बिचु 0, & तथा 8 की सम्मुख भुजाझ्रों 88, 700 तथा 08 को क्रमशः ० ० तथा 8 से प्रदर्शित करते 
हैं (प्राक्ति 9. देखें) । 





श्राकृति 9.7 


प्रमेय : 9.7.. किसी भी त्रिभुज में, भुजायें, अपने सम्मुख कोणों की ज्या के समानुपाती होती हैं | अर्थात्‌ त्रिभुज 
880 में, 
थी है - श्र 3_ धाए 0 


॥// | 6 
(यह सूत्र ज्या-नियम (7.8७ ० $70६४) के नाम से भी जाना जाता है। ) 
उपपत्ति : मान्रा, 880, आकृति 9.2 (४) तथा (४) में दिखाया गया कोई त्रिमुज है । 








8 
2 
॥। 
| 
। 
। 
] 
। 
|| 
। 





8 छा टू75 





ग्राकृति 9.2 


268 गणित 


शी बिन्दु 8 से, शीर्ष-लंब # इस प्रकार खींचा जाता है कि, भुजा / से बिन्दु 00 पर मिले । यहाँ 
2, 80 पर एक बिन्दु है [आकृति 9.2(0) में 80 को इस प्रकार बढ़ाया गया है वह शीर्षलंब से ल्‍0 पर मिले] । 
आकृति 9.2(४) के समकोण त्रिभुज 730 से, हम देखते हैं कि, 

















8॥ 8 <० पा या #--+०४ा॥य (4) 
तथा 8॥ (80?-- 0) 4 
की हुक रण ््य्ज हर 
या; शत 0 _ 
(4 
या, घम््ह धांए (! (2) 
समीकरण (!) तथा (2) से, हम देखते हैं कि, 
6 थी] औै>5 6 शा। (! (3) 
धो है. ए शा 
या, न्न्स 
हू] 6 
इसी तरह, 
शा। 0. आआ हि 
लए (9) 
समीकरण (8) तथा (4) के संयोजन से, हम देखते हैं कि, 
शं॥ / __ था 3 80 (| 
हा हर ८5 (7) 


ले 


आकृति 9.2(5) के त्रिभुज ४0८ के लिए भी, समीकरण (8) तथा (+) ठीक उसी सम्बन्ध का 
नमिरूपण करते हैं । 
उदाहरण 4 : त्रिभुज 390 में, दिखाझ्नो कि, 
6+-+09 0038 0-6 ००४ 83 
95--6 008 8 --6 008 0 
0-६७ 008 3--9 008 ४ 


उपपत्ति : माना, /80, श्राकृति 9.8 (४) तथा (४) में दिखाये गये त्रिभुजों में से कोई भी त्रिभुज है। 





ग्राकृति 9.3 


ब्विकोगमिति 269 


झाकृति 9.0($) से, हम देखते हैं कि, 
6 «0-० 90 --00 
परन्तु 80-56 ९०४ 5, तथा 90-89 ००४ 0 
श्रतः 6४-06 00०8 3--0 008 0 
इसी तरह, दूसरे सम्बन्धों को भी सिद्ध कर सकते है । 
प्रमेय : 9.7.2. यदि, है, 5, 0, त्रिभुज ४30 के कोण तथा ७, 0, तथा ०, , 8, तथा 0 की सम्मुख भुजाओ्रों 
की लम्बाइयाँ हों तो, 
की <>+ 0 -]. 6 --- 206 009 /& 
0-६ -]-. 6१ --. 266 005 8 
हसन की -- 8-0 266 008 (! 
इस सूत्र को कभी-कर्मी कोठिज्या नियम (.8७9 ० (0छ/४८४) या क्रोटिज्या सूत्र (५०शंप० 
ए०शणप्रा३०) के नाम से भी पुकारा जाता है । 
उपपत्ति : स्थिति (7) त्रिभुज के सभी कोण 90” से कम माप के हैं । 


इस स्थिति में, भ्राकृति 9.$ में दिखाये गये त्रिसुज ४30 पर विचार करो: 


0 


शै छ।ए 5 


किी-जज+ ५ चना आ 


आकृति 9,84 


शीर्ष बिन्दु 0 से 000 --# लस्ब, भुजा 8 को 7 बिन्दु पर प्रतिच्छेद करते हुए खींचो। तब, 
समकोण त्रिमुज :3700 में, 
दा बच 8 ्नः (708) 


न्‍तक -- (6-- 470) 

चने 0* -- 6 -... 20(890), क्योंकि (६२-20 में, 8/ -- #*-- (4.0)॥ 
प्रन्तु 008 6 <+ ला या 70-58 008 ४, 
अतः 4-४9 -]- ८4. 290 008 8, 


स्थिति (गा) : त्रिमुज के एक कोण का माप 90 से ज्यादा है । इसको भी ठीक उसी तरण सिद्ध कर सकते हैं 
और पाठकों के लिए भ्रभ्यास स्वरूप छोड़ दिया गया है। 


270 


ई, 


2, 


गणित 


च्रइनावली 9.5 


0४४80 भें, सिद्ध करो कि, 


8--0 
०08 
8 -- 6 रा | | ] 


(//| 








() 


भर है 
शांत >- 
$ 








... की. --6._ 008 ह | 008 3 , ०0०80 
40 आकर 3 लए तप 
(४४) (४--०) ००४ &-- (४-- ६?) ०० 5--(४--8/) ००४ 05-50 
(४४) यदि, ७ 0०08 4-8 ०05 8, तो त्रिभुज, या तो समह्विबाहु होगा या समकोण 
होगा । ल्‍ 
किसी समानान्तर' चतुर्भुज में, यदि 6 तथा 0, दो अ्रसमान्तर भुजाओं की लम्बाइयाँ 
हों, 0, इन दो भुजाझ्रों के बीच के कोण का माप हो तथा ०, उस विकर्ण की लम्बाई 
हो जो ७ तथा 8 भुजाओ्रों से सार्वनिष्ठ शीष रखता है तो दिखाशो कि, ४ का माप 
निम्न सम्बन्ध से व्यक्त हो सकता है : 
4 >> 6? -|- 0? -. 268 008 6, 


उपयोग (#एए८क घं००४) 


अपनी पूर्व कक्षाओं में, हमने ऊँचाई एवं दूरी के कुछ श्रासान प्रश्नों को हल किया है | इस परिच्छेद 


में, हम इस प्रकार के अनुप्रयोग के कुछ और उदाहरण देंगे । 
उदवाहररा 7 : एक ऊर्ध्वाधर मीनार के शीर्ष का, उसी क्षैतिज तल के, जिसमें मीनार का पादमूल है, किसी 


हल : 


बिन्दु पर कोणीय उन्‍नतांश (78फ87 ७॥०ए७४०४) 58” तथा उसी क्षैत्रिज रेखा में मीनार के 
पादभूल से जामे वाली रेखा पर बिन्दु & से 76 मी० की दूरी पर स्थित बिन्दु पर कोणीय उन्नतांश 
35" है। मीनार की ऊँचाई तथा मीनार के पादमूल से की दूरी ज्ञात करो । 

माना, / तथा 7', क्रमशः मीनार के पादमूल एवं शीर्ष हैं। (आकृति 9.5 देखें) । माता मीनार की 
ऊँचाई # मीटर तथा मीनार के पादमूल से & की दूरी » मीटर है । 


॥ ३ 
| 
८2१ की 
8 .........क्‍6 मी ०-५ /ै र्‌ 5 


आकृति 95 


विफकोणमिति 260 


समकोण ज़िमुजों 877 तथा 087 की सहायता से, 
हि ब+छ 680 ( )) 
4 
तथा _. का 350 (9) 
४-ै-76 
समीकरण (१) तथा (2) से # को विलुप्त करने पर, हम देखते हैं कि, 
2 छा 887 ० 
दा  स कह मा छिा 35 
तल 76 ६8७ 385? 
.. ककया 887 -- छत 387 
___ 76 ३८ 0.7002 
..[,600 --0.7009 
53.252 
0.8998 
म|89 मीठर (लगभग) 
पुनः #--४ (७॥ 880 
्ब्59 %८.6 
+594.4 पीटर (लगभग) 
ग्रतः मीनार की ऊँचाई 94.4 मीटर तथा मीनार के पादमूल से # की दूरी 59 मीटर है। 
उदाहरण 2 : एक वृक्ष ऊर्ध्याधर दक्षा में, क्षतिज से 22” का कोण बनाने वाली पहाड़ी के ऊपर, खड़ा है। 
वृक्ष के आधार से, पहाड़ी से सोधे नीचे 38 मी० की दूरी पर एक बिन्दु से, वृक्ष के क्षीर्ष का उन्नतांश 
कोण 46? है। वृक्ष की ऊंचाई ज्ञात करो। 
हुल:. माना, 30, वृक्ष को प्र्दोेशित करता है, वृक्ष के आधार से पहाड़ी के सीधे नीचे 36 मीटर की दूरा 
पर का बिन्दु & है तथा वृक्ष की ऊंचाई ५ है। (अ्राकृति 9.6 देखें)। 


या, 





आकृति 9.6 


त्रिमुज 880 में. 
८.340--487 -... 220 -- 28? 
८.40 -580?-- (90 --- 22?) --44 


478 


८ 400--9॥"-- (97 _- 28") +- 46" 
“ह्नऐे मीटर | 


ज्या-नियम से, 


इसलिये, (07 कम लमिन 


्् 4 


8थ 2४8९ हडी।] 497 
55 होते ऐड! 


मन 97 9 ,99] ४८ .4]4 





घ्र9 


सी +ठे 
घ्न्म्).्क मी० 


प्रइनावली 9.6 


३ ल्‍क ४४ 


एक वायुयान, एक पुल के एक सिरे के ठीक 076 मीटर ऊपर है । पुल के दूसरे सिरे का 
वायुयान से अवनमत (400/८७०ा) कोण 80?40' है । पुल दी लम्बाई ज्ञात करो। 
एक पहाड़ी के शिखर पर एक्र विच्यु का एक समुद्री जहाज से उल्ततांश कोण 9” है। 
जब जहाज सीधे पहाड़ी के गादगूल की ओर 800 मीटर चला जाता है तो & का 
उन्‍नतांश कोण 4+' है। पहाड़ी की ऊचाई ज्ञात करो। 

एक 50 मीठर चौड़े सड़क मार्ग के दोनों तरफ दो वरावर लम्बाई के ऊर्ध्वाधर द्वीप-स्तम्भ 
खड़े हैं। दीप-स्तम्भों के धीच सड़क भार्ग के एक विन्दु पर दीप-स्तम्मों के शीर्षों के 
उन्‍्नतांश कोण 00" तथा ४0“ है। प्रत्येक दीप-स्तम्भ की ऊँचाई तथा बिन्दु की स्थिति 
ज्ञात करो। 


एक ऊर्ष्वाधर प्रकाग स्तम्भ के शिक्षर पर बैठा आदमी उसकी तरफ सीधे श्राती हुई 


तौका को देखता है । यदि '! मिनट में, अवतमन कोण 30) से 00” परिवर्तित हो जाता 

है तो यह प्रकाश स्तम्भ त८ कितने देर में पहुंचेगी ? 

एक शलतिज धरातल पर ।वत एक ऊर्ध्वाधर मीनार पर एक # ऊंचाई का ऊर्ध्वाधर 

ध्यज-दण्ड है। समतन्न के +सी जिन्दु पर, व्वजनदण्ड के तल तथा शीर्प से उनन्‍्ततांश, 

कोण क्रमशः « तथा £ हूं । सिद्ध करो कि मीतार की ऊूचाई 20453 

है । 

एक ऊर्ष्वाधर मीनार के णीप॑ के उसके झाधार से & तथा 2, (४-०) दूरी पर तथा 

उसी रेखामें स्थित दो वित्दुश्नों पर, उत्नतांश कोण एक दूसरे के पूरक हैँ। सिद्ध करो कि, 

मभीनार की ऊंचाई ५४७ है तथा यवि इन बिन्दुश्रों को मिलाने वाली रेखा से मीनार के 
8 

बम 

दो नौकायें एक स्थान से एक ही समय चलती हैं । उनमें से एक ४50" दिज्ञा में 56 

कि० मी० तथा इसरी 58078 दिशा में 48 कि० मी० जाती है। नौकाओों की नयी 

स्थितियों के बीच की दूरी क्‍या दे ? 


(का ४-- ७१) ०७ 


शीर्ष पर निर्मित कोण 0 हो तो शां। 0ल्‍८ 





[0 


है. ०० ० 


है थी 


है रन 
हैं: लक 


हल 


हब ००००००. 


. ए पी वे किरे उतर गा में खे हुए / और के से की था 


वी पहली है। थे के रिरे ए॥ के हारा गिकि औोए॥ है । की 
परत कोण तथा एहुह़ी हे कितारे को कतिय हे नि ोग जात बे । 


, ॥ ॥ ता है वी ग्रे हैं। ै 0 मे 2॥॥ हि. भी तय हे हे ॥॥) कि भी 


वी दूरी पर है। ॥ ॥ ? वा किशन ॥0॥॥। ॥॥॥7 है। ९) व हि: 
पा 07 है ।  एगा 3 ते बीच जी देर क्रो । 


, दो ॥ गा 3 छ कीजे पे है करे पर जि हैं। पद हे की हद 


0), ॥ का 3 को पी दि कया: 20 गै? वा ॥ 0 कि औे है । 
गो ) # व हो तो को के बोर की हरे वात रे 


, पु ग्ातिर शत गी की भूत ॥| रे गो तय शो गा हे ॥ ऐ। औ 


वो है। वि कहा कि, की गया मे ॥ वो कोश कयेगे के किए जी हवा 
करो । 


सामना ्रधमंने () ,-अा शान 


डै 2> 


43. 
]4. 


5, 


6. 


उत्तरमातरा 


प्रन्‍नावली 5'] 
हाँ, जबकि 8--#9, £>»0 या 8८८0, 9-0 
5, 6, 0 के कमर 
|» | 
नहीं 5हाँ 


भुजाम्रों & तथा ? लम्बाइयों से बना समांतर चतुभु ज एक आयत है । 
(४) 8७%, पूर्व की श्रोर (४४) 0, पूर्व की श्रोर 


५ प 4 
बल का कांतिमान 80 न्यूटत है तथा 7) से ६ गन का? हा ) का कोण बनाता है ! 
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(४) ४/१8; 2, 8 (४) ४8; 3,-7 

(४४) 84/8; 8,- 8 (४0) 4५/2;--4, -4 (५) 7४७; --7, -7 
४ -2 $ 9 | 
2) (--), 8); .:* ० /) (4, 8); - > 5, - 

() (-), % 7 पे (४) (५ 0); कु, +ऊ 

हा कक 4 

(४) (४$,- पन्ना ५ शव (४९) (१, 5); 0, १ (०) (4, -४); , 0 
.. ५8 . 5 हि 

(४) बा का (४) -8, 5 / 8 

४६७३ ->बू+ १ कक 

(9) हे | बे (४४) 8, 0 (४) 0.7 

() $-+-३ (४) 3- 

(॥) #-- (७) &#-भ 

(० -भं+अभं (७) -अं-- पे 

(०४) भ्--श (ण्त) अं--4 
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7, ढ«+--2, 8-+5], 0-53 
8, (४) 70+६&|+ 20: (४) &--6-+-6६ 
(+४) ञ्ज्छ ई-- जा (४) 8०8 --2५/&-- ५/ 5६ 
44: 44 , 7 | ह ॥ 
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3,. (४) 8, 8, 0, 8 (४) ४7३, 2 ५/5, २/6 
(४४) 8, 8; हाँ (४) --8$ 
न ह 
४) 00877 » 00877__...-; 90? 
2. (४) 0 (४) 6 (४४) 3 (४०) --१8 (०) 9 
3. (४) $ (४) $ (४8) 3 
4... [9 --8, 00877 (जता) (४) --77, ०0872 (+ हक 2 ) 
508] 7७४ 8358 
४४४) --0, 20९ 2७) --80, ००87२ (छ ] 
(४४) --7, (*०) (पक 
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